Effects of density differences on lateral mixing in open-channel flows by Prych, Edmund A.
E F F E C T S  O F  D E N S I T Y  D I F F E R E N C E S  O N  
L A T E R A L  M I X I N G  I N  O P E N  C H A N N E L  F L O W S
b y
E d m u n d  A .  P r y c h
W .  M .  K e c k  L a b o r a t o r y  o f  H y d r a u l i c s  a n d  W a t e r  R e s o u r c e s  
D i v i s i o n  o f  E n g i n e e r i n g  a n d  A p p l i e d  S c i e n c e  
C A L I F O R N I A  I N S T I T U T E  O F  T E C H N O L O G Y
P a s a d e n a ,  C a l i f o r n i a
R e p o r t  N o .  K H - R - 2 1 M a y  1 9 7 0
E F F E C T S  O F  D E N S IT Y  D I F F E R E N C E S  O N  
L A T E R A L  M IX IN G  IN  O P E N -C H A N N E L  F L O W S
b y
E d m u n d  A. P r y c h
P r o j e c t  S u p e r v i s o r :
N o r m a n  H . B r o o k s  
P r o f e s s o r  o f  C iv i l  E n g i n e e r i n g
F u n d e d  b y
F e d e r a l  W a te r  P o l lu t i o n  C o n t r o l  A d m i n i s t r a t i o n
W . M . K e c k  L a b o r a t o r y  o f  H y d r a u l i c s  a n d  W a te r  R e s o u r c e s  
D iv i s io n  o f  E n g i n e e r in g  a n d  A p p l ie d  S c ie n c e  
C a l i f o r n i a  I n s t i t u t e  o f  T e c h n o lo g y  
P a s a d e n a ,  C a l i f o r n i a
R e p o r t  N o . K H - R - 2 1 M a y  1970
- i i -
A C K N O W L E D G E M E N T S
T h is  s tu d y ,  o n e  o f  a  g r o u p  o f i n v e s t i g a t i o n s  a t  th e  C a l i f o r n i a  
I n s t i t u t e  o f  T e c h n o lo g y  t i t l e d  " D i s p e r s i o n  in  H y d r o lo g ic  a n d  C o a s t a l  
E n v i r o n m e n t s " ,  w a s  fu n d e d  b y  th e  F e d e r a l  W a te r  P o l lu t i o n  C o n t r o l  
A d m i n i s t r a t i o n  t h r o u g h  G r a n t s  N o . 16000  D G Y  a n d  N o . 16070 D G Y . 
D u r in g  th e  s tu d y  th e  w r i t e r  a l s o  r e c e i v e d  f i n a n c i a l  a s s i s t a n c e  in  th e  
f o r m  o f s t i p e n d s  a n d  t u i t i o n  p a y m e n t s  w h i le  a  U . S. P u b l ic  H e a l th  
S e r v i c e  T r a i n e e  ( 1 9 6 7 -7 0 )  a n d  w h i le  a  N a t io n a l  S c i e n c e  F o u n d a t io n  
T r a i n e e  (1 9 6 6 -6 7 ) .  T h e  w r i t e r  th a n k s  e a c h  o f  t h e s e  a g e n c i e s  f o r  t h e i r  
s u p p o r t .
T o  D r .  N o r m a n  H . B r o o k s ,  a d v i s e r  a n d  f r u i t f u l  s o u r c e  o f  " th e  
r i g h t  q u e s t i o n s " , th e  w r i t e r  e x p r e s s e s  h i s  s i n c e r e  g r a t i t u d e .  T h e  
w r i t e r  a l s o  th a n k s  D r .  V ito  A . V a n o n i  f o r  c o m m e n ts  m a d e  d u r in g  th e  
s tu d y ,  a n d  D r .  E . J o h n  L i s t  f o r  h i s  c o m m e n ts  d u r in g  th e  w r i t i n g  o f 
t h i s  r e p o r t .
F o r  t h e i r  a s s i s t a n c e  i n  c o n s t r u c t i n g  a n d  m o d if y in g  l a b o r a t o r y  
e q u ip m e n t ,  th e  w r i t e r  o f f e r s  a  h e a r t y  th a n k s  to  M r .  E l to n  F .  D a ly , 
s u p e r v i s o r  o f th e  s h o p  a n d  l a b o r a t o r y ;  to  M r .  R o b e r t  L . G r e e n w a y ,  
h i s  t a l e n t e d  a s s i s t a n t ;  a n d  to  M r .  C a r l  A . G r e e n ,  J r . , w h o  a l s o  p r e -  
p a r e d  m o s t  o f  th e  d r a w in g s  in  t h i s  t e x t .  A  w a r m  th a n k  y o u  i s  e x te n d e d  
to  M r s .  A r v i l l a  F .  K r u g h ,  f o r  ty p in g  t h i s  m a n u s c r i p t ;  to  M r .  C a r l  T . 
E a s t v e d t ,  f o r  d o in g  th e  p h o to g r a p h ic  w o r k ;  a n d  to  M r s .  P a t r i c i a  A . 
R a n k in ,  f o r  p e r f o r m i n g  m a n y  o f  th e  s e c r e t a r i a l  d u t i e s  f o r  t h i s  p r o j e c t .  
T h e  w r i t e r  a l s o  a c k n o w le d g e s  th e  e f f o r t s  o f  th e  s tu d e n t  a s s i s t a n t s  w h o
- i i i -
p e r f o r m e d  a  v a r i e t y  o f  t a s k s  d u r in g  th i s  i n v e s t i g a t io n ;  th e y  a r e :  
M e s s r s .  R a u l  B a s u ,  G e o r g e  C h a n , Y o s h ia k i  D a im o n , E d w a r d  F . 
T h o m p s o n ,  W . H . W a g g y , P a u l  T . W e g e n e r ,  a n d  M a s h io  Y a t s u z u k a .
T h is  r e p o r t  w a s  s u b m i t t e d  in  M a y  1970 a s  a  P h . D . t h e s i s  b y  
th e  a u th o r  to  th e  C a l i f o r n i a  I n s t i t u t e  o f  T e c h n o lo g y .
- i v -
A B S T R A C T
T h is  s tu d y  i n v e s t i g a t e s  l a t e r a l  m ix in g  o f t r a c e r  f lu id s  in  
t u r b u l e n t  o p e n - c h a n n e l  f lo w s  w h e n  th e  t r a c e r  an d  a m b i e n t  f lu id s  h a v e  
d i f f e r e n t  d e n s i t i e s .  L o n g i tu d in a l  d i s p e r s i o n  i n  f lo w s  w i th  l o n g i tu d in a l  
d e n s i t y  g r a d i e n t s  i s  i n v e s t i g a t e d  a l s o .
L a t e r a l  m ix in g  w a s  s tu d i e d  in  a  l a b o r a t o r y  f lu m e  b y  i n t r o d u c in g  
f lu id  t r a c e r s  a t  th e  a m b i e n t  f lo w  v e lo c i ty  c o n t in u o u s ly  a n d  u n i f o r m l y  
a c r o s s  a  f r a c t i o n  o f  th e  f lu m e  w id th  a n d  o v e r  th e  e n t i r e  d e p th  o f  th e  
a m b i e n t  f lo w . F lu id  s a m p l e s  w e r e  t a k e n  to  o b t a in  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n s  in  c r o s s - s e c t i o n s  a t  v a r i o u s  d i s t a n c e s ,  x ,  d o w n s t r e a m  
f r o m  th e  t r a c e r  s o u r c e .  T h e  d a t a  w e r e  u s e d  to  c a l c u l a t e  v a r i a n c e s  
o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n .  W h e n  
t h e r e  w a s  a  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  b e tw e e n  th e  t r a c e r  an d  th e  a m b i e n t  
f l u i d s ,  l a t e r a l  m ix in g  c lo s e  to  th e  s o u r c e  w a s  e n h a n c e d  b y  d e n s i t y -  
in d u c e d  s e c o n d a r y  f lo w s ;  h o w e v e r ,  f a r  d o w n s t r e a m  w h e r e  th e  d e n s i t y  
g r a d i e n t s  w e r e  s m a l l ,  l a t e r a l  m ix in g  r a t e s  w e r e  in d e p e n d e n t  o f  th e  
i n i t i a l  d e n s i t y  d i f f e r e n c e .  A  d i m e n s io n a l  a n a l y s i s  o f th e  p r o b le m  a n d  
th e  d a t a  sh o w  t h a t  th e  n o r m a l i z e d  v a r i a n c e  i s  a  f u n c t io n  o f  o n ly  t h r e e  
d i m e n s i o n l e s s  n u m b e r s ,  w h ic h  r e p r e s e n t :  ( 1) th e  x - c o o r d i n a t e ,
(2) th e  s o u r c e  w id th ,  a n d  (3) th e  b u o y a n c y  f lu x  f r o m  th e  s o u r c e .
A  s im p l i f i e d  s e t  o f e q u a t io n s  o f m o t io n  f o r  a  f lu id  w i th  a  h o r i ­
z o n ta l  d e n s i t y  g r a d i e n t  w a s  i n t e g r a t e d  to  g iv e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  th e  
d e n s i t y - i n d u c e d  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n .  T h e  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t  d u e
- v -
to  t h i s  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n  w a s  a l s o  o b t a in e d .  U s in g  th i s  d i s p e r s i o n  
c o e f f i c i e n t  in  a n  a n a l y s i s  f o r  p r e d i c t i n g  l a t e r a l  m ix in g  r a t e s  in  th e  
e x p e r i m e n t s  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  g a v e  o n ly  q u a l i t a t i v e  a g r e e m e n t  w i th  
th e  d a ta .  H o w e v e r ,  p r e d i c t e d  l o n g i tu d in a l  s a l i n i t y  d i s t r i b u t i o n s  in  a n  
i d e a l i z e d  l a b o r a t o r y  e s t u a r y  a g r e e  w e l l  w i th  p u b l i s h e d  d a ta .
- v i  -
T A B L E  O F  C O N T E N T S
C h a p te r P a g e
1. IN T R O D U C T IO N 1
1 .1  P u r p o s e 1
1 .2  M e th o d  o f  I n v e s t ig a t io n 2
2. B A C K G R O U N D  A N D  R E V IE W  O F  P R E V IO U S  W O R K 5
2 .1  T h e  C o n s e r v a t i o n  E q u a t io n 5
2 . 2  M a s s  T r a n s p o r t  in  O p e n - C h a n n e l  F lo w s  o f 
H o m o g e n e o u s  D e n s i ty 6
2 . 2 . 1  L o n g i tu d in a l  D i s p e r s i o n 6
2 . 2 . 2  L o n g i tu d in a l  D i f f u s io n 8
2 . 2 . 3  L a t e r a l  D i f fu s io n 10
2 . 2 . 3 . 1  D i f f u s io n  a t  th e  F r e e  S u r f a c e 10
2 . 2 . 3 . 2  D e p t h - A v e r a g e d  D i f fu s io n  
C o e f f i c i e n t 10
2 . 2 . 4  V e r t i c a l  D i f f u s io n 15
2 .3  E f f e c t s  o f  D e n s i ty  D i f f e r e n c e s  o n  M a s s  T r a n s f e r 16
2 . 3 . 1  V e r t i c a l  D e n s i ty  G r a d ie n t s 16
2 . 3 . 2  H o r i z o n t a l  D e n s i ty  G r a d ie n t s 17
3. E X P E R I M E N T A L  A P P A R A T U S  A N D  T E C H N IQ U E S 20
3 .1  D e s c r i p t i o n  o f  E x p e r i m e n t s 20
3 .2  F lu m e 21
3 . 2 . 1  D e s c r i p t i o n 21
-v i i -
T A B L E  O F  C O N T E N T S  (C o n t 'd )
C h a p te r P a g e
3 . 2 . 2  W a te r  C i r c u l a t i o n 23
3 . 2 . 3  R o u g h  B o t to m 24
3 .3  W a te r  D e p th  a n d  V e lo c i ty  M e a s u r in g  E q u ip m e n t 26
3 . 4  T r a c e r  F lu id  S y s t e m 26
3 . 4 . 1  F lu id  H a n d l in g  S y s t e m 26
3 . 4 . 2  S o u r c e s 28
3 . 4 . 2 . 1  N a r r o w  S o u r c e s 28
3 . 4 . 2 . 2  T h e  I n t e r m e d i a t e  W id th  S o u r c e s 31
3 . 4 . 2 . 3  W id e  S o u r c e 33
3 .5  F lu id  S a m p l in g  A p p a r a tu s 35
3 .6  S a m p le  A n a ly s i s 38
3 . 6 . 1  D e s c r i p t i o n  o f  th e  T e c h n iq u e 38
3 . 6 . 2  A c c u r a c y  o f  th e  T e c h n iq u e 42
3 .7  M e a s u r e m e n t s  o f  F lu id  D e n s i ty 43
3 .8  E x p e r i m e n t a l  P r o c e d u r e s 45
3 . 8 . 1  P r e p a r a t i o n 45
3 . 8 . 2  P o s i t i o n in g  th e  S a m p l in g  T u b e s 46
3 . 8 . 3  T a k in g  th e  S a m p le s 47
3 .9  E x p e r i m e n t s  W ith  F l o a t i n g  P a r t i c l e s 49
3 . 9 . 1  A p p a r a tu s 49
3 . 9 . 2  P r o c e d u r e s 51
4. E X P E R I M E N T A L  D A T A 54
4 .1  H y d r a u l i c  D a ta 54
- v i i i  -
T A B L E  O F  C O N T E N T S  (C o n t 'd )
C h a p te r P a g e
4 .1 . 1 F lo w  C o n d i t io n  C o d e  a n d  F lu m e  B o t to m 54
4.1 .2  W a te r  D e p th 54
4 .1 .3  S lo p e 5 6
4 .1 . 4  S h e a r  V e l o c i t y 58
4 .1 . 5  M e t e r e d  D i s c h a r g e  a n d  D i s c h a r g e  
V e lo c i ty 58
4 .1 . 6  V e lo c i ty  i n  C e n t r a l  60 c m  o f  F lu m e 58
4 . 1 . 7  v o n  K a r m a n 's  k 59
4 . 1 . 8  F r i c t i o n  F a c t o r s 62
4 . 1 . 9  R e y n o ld s  N u m b e r  a n d  F r o u d e  N u m b e r 62
4 .2 E x p e r i m e n t s  W ith  F lu id  T r a c e r s 63
4 . 2 . 1  I n t r o d u c t i o n 63
4 . 2 . 2  C o n c e n t r a t i o n  D i s t r i b u t i o n s  in  C r o s s -  
S e c t io n s 65
4 . 2 . 3  D e p th - A v e r  a g e d  C o n c e n t r a t i o n  
D i s t r i b u t i o n s 79
4 . 2 . 3 . 1  C a l c u l a t i n g  th e  D e p th -
A v e r a g e d  C o n c e n t r a t i o n s 79
4 . 2 . 3 . 2  T h e  L a t e r a l  D i s t r i b u t i o n s  o f  C 80
4 . 2 . 4  V a r i a n c e s  o f  th e  L a t e r a l  C o n c e n t r a t i o n  
D i s t r i b u t i o n s 95
4 . 2 . 4 . 1  C a l c u la t i o n s  o f  th e  V a r i a n c e s 95
4 . 2 . 4 . 2  P r e s e n t a t i o n  o f  th e  V a r i a n c e s 103
4 . 2 . 5  P h o t o g r a p h s  o f  E x p e r i m e n t s 118
4 . 2 . 6  V a r i a t i o n  o f C o n c e n t r a t i o n  W ith  D e p th 127
- i x -
T A B L E  O F  C O N T E N T S  ( C o n t 'd )
C h a p te r P a g e
4 .3 E x p e r i m e n t s  W ith  F l o a t i n g  P a r t i c l e s 135
4 . 3 . 1  C a l c u la t i n g  th e  V a r i a n c e 135
4 . 3 . 2  P r e s e n t a t i o n  o f  D a ta 140
5. D A T A A N A L Y S IS 145
5 .1 E x p e r i m e n t s  W ith o u t  D e n s i ty  D i f f e r e n c e s 145
5 . 1 . 1  E x p e r i m e n t s  W ith  T r a c e r  F l u id s 145
5 . 1 . 2  E x p e r i m e n t s  W ith  F l o a t i n g  P a r t i c l e s 147
5 .2 E x p e r i m e n t s  W ith  D e n s i ty  D i f f e r e n c e s 149
5 . 2 . 1  I n t r o d u c t i o n 149
5 . 2 . 2  S e l e c t io n  o f  D i m e n s i o n l e s s  N u m b e r s 149
5 . 2 . 3  T h e  D i m e n s i o n l e s s  V a r i a n c e 152
5 . 2 . 3 . 1  T h e  E x c e s s  V a r i a n c e 153
5 . 2 . 3 . 2  T h e  F r a c t i o n  r 160
5 . 2 . 3 . 3  M a x im iz in g  L a t e r a l  M ix in g 163
5 . 2 . 4  T h e  A v e r a g e  C o e f f i c ie n t  o f  V a r i a t i o n 166
5 . 2 . 5  P r e d i c t i n g  C o n c e n t r a t i o n  D i s t r i b u t i o n s 168
6. A N A L Y T IC  S T U D Y 170
6 .1 I n t r o d u c t i o n 170
6 .2 B a s i c  E q u a t io n s 170
6 .3 S i m p l i f i c a t i o n  o f  th e  B a s i c  E q u a t io n s 173
6 . 3 . 1  L a t e r a l  M ix in g 173
6 . 3 . 2  L o n g i tu d in a l  M ix in g 180
- x -
T A B L E  O F  C O N T E N T S  (C o n t 'd )
C h a p t e r
6 . 4  S o lu t io n  f o r  the  V e lo c i ty  w  and  the  D i s p e r s i o n  
C o e f f i c i e n t  Dz
P a g e
181
6 . 5  A p p l i c a t io n  o f  T h e o r y  to E x p e r i m e n t s  o f  T h is  
S tudy 186
6 . 5 . 1  S o u r c e s  of F i n i t e  W id th 186
6 . 5 . 2  Tw o W ide  P a r a l l e l  S t r e a m s 191
6 . 6  A p p l i c a t io n  o f  T h e o r y  to  M IT  E x p e r i m e n t s 193
6 . 6 . 1  D e s c r i p t i o n  of E x p e r i m e n t s 193
6 . 6 . 2  T h e o r e t i c a l  A n a ly s i s  of E x p e r i m e n t 196
6 . 6 . 3  C o m p a r i s o n  o f  T h e o r y  W ith  E x p e r i m e n t 198
7. SU M M A R Y  O F  R E S U L T S 204
7 .1  E x p e r i m e n t s 204
7 . 1 . 1  E x p e r i m e n t s  W ith o u t  D e n s i ty  
D i f f e r e n c e s
204
7 . 1 . 2  E x p e r i m e n t s  W ith  D e n s i ty  D i f f e r e n c e s 205
7 . 2  T h e o r y 207
L IS T  O F  S Y M B O L S 209
L IS T  O F  R E F E R E N C E S 214
A P P E N D IX 218
- x i  -
L IS T  O F  F IG U R E S
N u m b e r D e s c r i p t i o n P a g e
2 .1 L o n g i tu d in a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t s  a n d  v e lo c i ty  
d i s t r i b u t i o n s  in  a n  e s t u a r y 19
3 .1 T h e  4 0 - m e t e r  f lu m e 22
3 .2 P h o t o g r a p h  o f  e x p a n d e d  m e t a l  l a t h  u s e d  f o r  
r o u g h n e s s  o n  th e  b o t to m  o f  th e  f lu m e 25
3 .3 D im e n s io n e d  s k e t c h  o f  m e t a l  l a t h  u s e d  f o r  r o u g h n e s s  
o n  th e  b o t to m  o f  th e  f lu m e 25
3 .4 S c h e m a t ic  d r a w in g  o f  th e  t r a c e r - f l u i d  h a n d l in g  
s y s t e m 27
3 .5 T h e  1- c m - w i d e  s o u r c e 29
3 .6 T h e  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e 29
3 .7 P h o t o g r a p h  lo o k in g  d o w n  th e  f lu m e 34
3 .8 T h e  m a n i f o ld  f o r  th e  w id e  s o u r c e 34
3 .9 A  f lu id  s a m p l in g  r a k e 37
3 .1 0 T h e  p r e s s u r e  b o x  a n d  s a m p l in g  r a k e s  o n  th e  
i n s t r u m e n t  c a r r i a g e 37
3 .1 1 S a m p le  o f  p o ly e th le n e  p a r t i c l e s  u s e d  i n  s tu d y  o f 
l a t e r a l  d i f f u s io n  a t  th e  f r e e  s u r f a c e 50
3 .1 2 C o m p a r t m e n t e d - s i e v e  p a r t i c l e  c o l l e c t o r ;  th e  
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C H A P T E R  1
IN T R O D U C T IO N
1 .1  P U R P O S E
M a n y  w a s t e  e f f l u e n t s  w h ic h  a r e  d i s c h a r g e d  in to  s t r e a m s  h a v e  
d e n s i t i e s  s l i g h t ly  d i f f e r e n t  f r o m  th o s e  o f  th e  r e c e i v i n g  w a t e r s .  T h is  
s tu d y  i n v e s t i g a t e s  th e  e f f e c t s  o f d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  on  th e  h o r i z o n t a l ,  
c r o s s  s t r e a m  m ix in g  o f  s u c h  e f f l u e n t s .  L o n g i tu d in a l  m ix in g  u n d e r  
c e r t a i n  r e s t r i c t i v e  c o n d i t io n s  i s  a l s o  e x a m in e d .
T w o t y p i c a l  c a s e s  in  w h ic h  th e  e f f l u e n t s  a n d  th e  r e c e i v i n g  w a t e r s  
h a v e  d i f f e r e n t  d e n s i t i e s  a r e :  h e a te d  c o o l in g  w a t e r  d i s c h a r g e s  f r o m  
i n d u s t r i e s  o r  s t e a m  p o w e r  p l a n t s ,  a n d  d o m e s t i c  o r  i n d u s t r i a l  w a s t e  
d i s c h a r g e s  in to  b r a c k i s h  e s t u a r y  w a t e r s .  In  th e  c a s e  of  th e  c o o l in g  
w a t e r  d i s c h a r g e s ,  a  t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e  o f  1 0 °C  c a u s e s  a  d e n s i t y  
d i f f e r e n c e  o f  a p p r o x i m a t e l y  0 .2 5  p e r c e n t .  In  th e  s e c o n d  c a s e ,  a  w a s t e  
d i s c h a r g i n g  in to  a n  e s t u a r y ,  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  d u e  to  d i f f e r e n c e s  
i s  c o n c e n t r a t i o n s  o f  d i s s o l v e d  s a l t s  c a n  b e  a s  h ig h  a s  2 .5  p e r c e n t .  In  
b o th  t h e s e  c a s e s  th e  d e n s i t i e s  o f th e  e f f l u e n t s  a r e  l e s s  th a n  t h a t  o f th e  
r e c e i v i n g  w a t e r s .
S i tu a t io n s  a l s o  e x i s t  w h e r e  th e  e f f l u e n t s  a r e  m o r e  d e n s e  th a n  
th e  r e c e i v i n g  w a t e r s .  T h e s e  in c lu d e  w a s t e s  w i th  h ig h  c o n c e n t r a t i o n s
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o f  d i s s o l v e d  m a t t e r  t h a t  a r e  d i s c h a r g e d  in to  f r e s h  w a t e r  s t r e a m s ,  
a n d  a l s o  w a s t e  d i s c h a r g e s  w i th  s u s p e n s i o n s  o f  f in e  p a r t i c u l a t e  m a t t e r  
t h a t  i s  m o r e  d e n s e  th a n  w a t e r .  D e n s i ty  d i f f e r e n c e s  d u e  to  c o n ­
c e n t r a t i o n s  o f d i s s o l v e d  o r  s u s p e n d e d  m a t t e r  c a n  r a n g e  u p  to  a  fe w  
p e r c e n t ,  a l th o u g h  a  f r a c t i o n  o f  a  p e r c e n t  m a y  b e  m o r e  t y p i c a l .
A l th o u g h  th e  m a g n i tu d e  o f th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  g iv e n  a b o v e  
m a y  s e e m  s m a l l ,  d i f f e r e n c e s  o f t h e s e  m a g n i tu d e s  an d  s m a l l e r  o f te n  
h a v e  l a r g e  e f f e c t s  o n  th e  d y n a m i c s  o f o c e a n s ,  l a k e s  a n d  th e  
a t m o s p h e r e .  T h is  s tu d y  i n v e s t i g a t e s  t h e i r  i m p o r t a n c e  in  s t r e a m s .
1 .2  M E T H O D  O F  IN V E S T IG A T IO N
In  th i s  s tu d y  th e  e f f e c t s  o f d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  on  c r o s s  s t r e a m  
m ix in g  w e r e  s tu d i e d  e x p e r i m e n t a l l y  in  a  l a b o r a t o r y  f l u m e .  In  th e  
e x p e r i m e n t s ,  w h ic h  a r e  d e s c r i b e d  in  C h a p t e r  3 , t r a c e r  f lu id s  w i th  
d e n s i t i e s  e q u a l  to  a n d  s l i g h t ly  d i f f e r e n t  f r o m  th e  d e n s i t y  o f  th e  
a m b ie n t  w a t e r  in  th e  f lu m e  w e r e  i n t r o d u c e d  o v e r  s o m e  p a r t  o f  th e  
w id th  a n d  u n i f o r m l y  o v e r  th e  w h o le  d e p th .  If  th e  t r a c e r  a n d  
a m b ie n t  f lu id s  h a v e  th e  s a m e  d e n s i t y ,  c r o s s w i s e  m ix in g  i s  p r i m a r i l y  
b y  t u r b u l e n t  d i f f u s io n .  H o w e v e r ,  i f th e  d e n s i t i e s  o f  th e  t r a c e r  a n d  
a m b ie n t  f lu id s  a r e  d i f f e r e n t ,  c r o s s w i s e  m ix in g  i s  e n h a n c e d  b y  a  
d e n s i t y - i n d u c e d  s e c o n d a r y  f lo w . T h e  f o r c e s  d r iv i n g  th e  s e c o n d a r y  
f lo w  a r e  d u e  to  a n  i n b a l a n c e  o f  h y d r o s t a t i c  p r e s s u r e  c a u s e d  b y  l a t e r a l  
d e n s i t y  g r a d i e n t s .  T h e  p h e n o m e n o n  o f  d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n  i s  
d i s c u s s e d  in  m o r e  d e t a i l  in  th e  l i t e r a t u r e  r e v i e w  o f C h a p te r  2 a n d  in  
th e  d i s c u s s i o n  o f  th e  d a t a  in  C h a p te r  4.
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S o m e  of th e  d a ta ,  s h o w in g  th e  c h a r a c t e r i s t i c  f e a t u r e s  o f  t h e 
c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  o b s e r v e d  in  th e  e x p e r i m e n t s ,  a r e  g iv e n  
in  C h a p t e r  4. T h e  c o n c e n t r a t i o n s  m e a s u r e d  a t  a l l  p o in ts  in  a l l  
e x p e r i m e n t s  a r e  m a d e  a v a i l a b l e  in  R e f . 1, but: t h e y  a r e  not in c lu d e d  
in  th i s  tex t: b e c a u s e  th e  d a t a  a r e  to o  n u m e r o u s .
A d i m e n s io n a l  a n a l y s i s  o f  th e  p r o b le m  o f  l a t e r a l  m ix in g  in  
a n  o p e n  c h a n n e l  i s  g iv e n  in  C h a p te r  5. T h e  r e s u l t s  o f th e  a n a l y s i s  
a n d  th e  e x p e r i m e n t a l  d a ta  y ie ld  e m p i r i c a l  c u r v e s  f o r  p a r a m e t e r s  w h ic h  
c h a r a c t e r i z e  th e  t r a c e r - p l u m e  w id th  an d  th e  v a r i a t i o n  o f c o n c e n t r a t i o n  
w i th  d e p th  a s  f u n c t io n s  o f d i s t a n c e  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  s o u r c e ,  th e  
i n i t i a l  d e n s i t y  d i f f e r e n c e ,  th e  s o u r c e  w id th ,  a n d  th e  h y d r a u l i c  
p a r a m e t e r s  o f  t h e s t r e a m .  C o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  c a n  b e  
e s t i m a t e d  b y  u s in g  t h e s e  c u r v e s .
A  s im p l i f i e d  t h e o r y  f o r  th e  e f f e c t  o f h o r i z o n t a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  
o n  h o r i z o n t a l  m ix in g  i s  g iv e n  in  C h a p te r  6. T h e  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n  
c a u s e d  b y  a  h o r i z o n t a l  d e n s i t y  g r a d i e n t  w a s  d e r i v e d ,  an d  a n  
e x p r e s s i o n  f o r  th e  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t  d u e  to  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  
v e lo c i ty  w a s  c a l c u l a t e d .  A n  a n a l y s i s  u s in g  th i s  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t  
p r e d i c t s  t h a t  th e  c h a r a c t e r i s t i c  w id th  o f a  t r a c e r  p lu m e  in  an  o p e n  
c h a n n e l  i s  a  f u n c t io n  o f  th e  s a m e  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r s  t h a t  
w e r e  o b ta in e d  f r o m  th e  d i m e n s io n a l  a n a l y s i s  an d  d a ta .  H o w e v e r ,  
b e c a u s e  s o m e  o f  th e  s im p l i f y in g  a s s u m p t i o n s  m a d e  in  th e  d e r i v a t i o n  o f  
th e  d e n s i t y - i n d u c e d  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n  a r e  n o t  v a l id  f o r  t h i s  p r o b le m ,  
q u a n t i t a t i v e  a g r e e m e n t  b e tw e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  i s  n o t  g o o d .
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T h e  a p p r o x i m a t io n s  in  th e  d e r i v a t i o n  o f  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  v e l o c i t i e s  
a r e  m o r e  n e a r l y  c o r r e c t  f o r  s o m e  e x p e r i m e n t s  in  a n  i d e a l i z e d  
l a b o r a t o r y  e s t u a r y  d e s c r i b e d  b y  I p p e n ,  H a r l e m a n ,  a n d  L in  (2 ). G ood 
a g r e e m e n t  w a s  fo u n d  b e tw e e n  t h e i r  e x p e r i m e n t a l  d a ta  a n d  th e  t h e o r y  
d e r i v e d  h e r e i n .
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C H A P T E R  2
B A C K G R O U N D  A N D  R E V IE W  O F  P R E V IO U S  W O R K
2 .1  T H E  C O N S E R V A T IO N  E Q U A T IO N
In  m o s t  m a t h e m a t i c a l  a n a l y s i s  o f  t u r b u l e n t  f lo w s ,  th e  t r a n s p o r t  
o f  s o lu t e s  o r  o t h e r  t r a c e r s  i s  o f te n  d e s c r i b e d  b y  a n  a p p r o p r i a t e  t i m e -  
a v e r a g e d  c o n s e r v a t i o n  e q u a t io n  f o r  th e  t r a c e r .  T h e  e q u a t io n  u s u a l l y  
u s e d  f o r  a q u e o u s  s o lu t i o n s ,  w h ic h  a r e  n e a r l y  i n c o m p r e s s i b l e  b u t  n o t  
n e c e s s a r i l y  o f u n i f o r m  d e n s i t y ,  i s
( 2 .1 )
( s e e  e . g .  H a r l e m a n  (3 )). In  t h i s  e x p r e s s i o n ,  t  i s  t im e ;  c i s  a  t i m e -  
a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n ;  u ,  v , a n d  w  a r e  t im e -a v e r a g e d  v e l o c i t i e s  in
th e  r e c t i l i n e a r  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s ,  x , y , a n d  z; a n d  εx , εy , a n d  εz  
a r e  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  f o r  m a s s .  (T h e  v e l o c i t i e s  a n d
c o n c e n t r a t i o n s  in  E q . 2 .1  a r e  a v e r a g e s  o v e r  a  t im e  th a t  i s  lo n g
c o m p a r e d  to  th e  t im e  s c a l e  f o r  t u r b u l e n c e ,  b u t  s h o r t  c o m p a r e d  to
th e  t im e  s c a l e  f o r  th e  g r o s s  p h e n o m e n a  b e in g  i n v e s t i g a t e d . )
I f  th e  d e n s i t y  o f th e  f lu id  i s  a  f u n c t io n  o f c , th e n  u , v , w , εx ,
εy , a n d  εz m a y  b e  f u n c t io n s  o f c a l s o .  U n d e r  t h e s e  c o n d i t io n s ,    
E q . 2 .1  i s  n o n l i n e a r  in  c a n d  m u s t  b e  s o lv e d  s i m u l t a n e o u s l y  w ith  
th e  e q u a t io n s  o f m o t io n  f o r  th e  f l u i d . F o r  t r a c e r s  w h o s e  p r e s e n c e
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d o e s  n o t  a f f e c t  th e  d y n a m ic s  o f  th e  f lo w , E q . 2 .1  i s  l i n e a r  in  c and  
th e  e q u a t io n s  o f  m o t i o n  f o r  th e  f lu id  m a y  b e  s o lv e d  s e p a r a t e l y .
H o w e v e r ,  e v e n  u n d e r  t h e s e  s i m p l i f i e d  c o n d i t io n s ,  a n a ly t i c  s o lu t io n s  
f o r  E q . 2 .1  h a v e  b e e n  o b ta in e d  o n ly  f o r  v e r y  s im p l e  f lo w  f i e l d s .
B e lo w , a  r e v i e w  i s  g iv e n  o f e x i s t i n g  i n f o r m a t i o n  o n  m a s s  
t r a n s p o r t  in  t u r b u l e n t  o p e n - c h a n n e l  f lo w s  o f  h o m o g e n e o u s  d e n s i t y .
I t  i s  f o l lo w e d  b y  a  d i s c u s s i o n  o f  th e  e f f e c t s  o f d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  on  
m a s s  t r a n s p o r t .
2 . 2  M A SS T R A N S P O R T  IN  O P E N -C H A N N E L  F L O W S  O F  
H O M O G E N E O U S  D E N S IT Y
2 . 2 . 1  L o n g i tu d in a l  D i s p e r s i o n . -  T h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  f o r  a n
o p e n  c h a n n e l  f lo w  i s  c h o s e n  w ith  th e  o r i g i n  o n  th e  c h a n n e l  b o t to m ,
th e  x - a x i s  in  th e  d i r e c t i o n  o f  f lo w , th e  y - a x i s  n o r m a l  to  th e  b o t to m
a n d  p o s i t i v e  u p w a r d s ,  a n d  th e  z - a x i s  h o r i z o n t a l  a n d  in  th e  l a t e r a l
d i r e c t i o n .  F o r  a  u n i f o r m  s te a d y  f lo w  o f  a  f lu id  o f u n i f o r m  d e n s i t y
in  a  w id e  c h a n n e l  o f  u n i f o r m  d e p th ,  v  = w  = 0 , a n d  ∂ εx / ∂x  = ∂εz / ∂z = 0. 
F o r  t h e s e  c o n d i t io n s ,  E q . 2 .1  b e c o m e s
( 2 .2 )
O ne  n o w  s u b s t i t u t e s  in to  E q . 2 . 2  th e  e x p r e s s i o n s :
a n d
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w h e r e  th e  o v e r b a r r e d  q u a n t i t i e s  a r e  d e p t h - a v e r a g e d  v a r i a b l e s  an d  
th e  p r i m e d  q u a n t i t i e s  d e n o te  d e v ia t i o n s  f r o m  th e  a v e r a g e s .  A v e r a g in g  
th e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  o v e r  th e  d e p th ,  a n d  r e c o g n i z i n g  th a t  
∂u ' / ∂x = 0, y i e l d s
( 2 .3 )
T h e  s e c o n d  t e r m  o n  th e  l e f t - h a n d  s id e  o f  E q . 2 . 3  r e p r e s e n t s  
d i f f e r e n t i a l  c o n v e c t io n  b y  th e  m e a n  v e lo c i ty ,  u , a n d  th e  t h i r d  t e r m  
r e p r e s e n t s  d i f f e r e n t i a l  c o n v e c t io n  d u e  to  th e  c o r r e l a t i o n  b e tw e e n  u ' 
a n d  c ' .  E l d e r  (4) s h o w e d  t h a t  f o r  t w o - d i m e n s i o n a l  f lo w s  in  w h ic h  
∂ c / ∂ z = 0 , o n e  c a n  w r i t e  f o r  l a r g e  t im e
( 2 .4 )
w h e r e  D x i s  c a l l e d  th e  lo n g i tu d in a l  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t .  H e  s h o w e d
t h a t  Dx i s  o n ly  a  f u n c t io n  o f  u ' a n d  εy a n d  i s  g iv e n  b y  
 
( 2 .5 )
w h e r e  η, η ',  a n d  η "  a r e  y / d .  U s in g  th e  P r a n d t l - v o n  K a r m a n  
l o g a r i t h m i c  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n  to  o b t a i n  u ' a n d  th e  R e y n o ld s  a n a lo g y  
to  o b t a in  εy ( s e e  S u b s e c t io n  2 . 2 . 3 ) ,  E l d e r  i n t e g r a t e d  E q . 2 . 5  to  
g iv e
( 2 .6 )
w h e r e  k  i s  v o n  K a r m a n 's  c o n s ta n t ;  u * i s  th e  s h e a r  v e lo c i ty ,  a n d  d 
i s  th e  w a t e r  d e p th .  W hen  k  = 0 .4 1 ,  th e  c o e f f i c i e n t  in  E q . 2 . 6  e q u a ls  
5 .8 6 .  H is  e x p e r i m e n t s  c o n f i r m e d  t h i s  r e s u l t .
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2 . 2 . 2  L o n g i tu d in a l  D i f f u s io n .  B e c a u s e  t r a n s p o r t  b y  l o n g i tu d in a l
d i s p e r s i o n ,  a s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  a n d  t r a n s p o r t  in  th e  l o n g i tu d in a l
d i r e c t i o n  b y  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  a r e  a d d i t i v e ,  a n d  b e c a u s e  Dx > >  εx ,
l i t t l e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o n  ε x  e x i s t .
D a ta  o n  lo n g i tu d in a l  d i f f u s io n  a t  th e  f r e e  s u r f a c e  a r e  a v a i l a b l e
f r o m  e x p e r i m e n t s  b y  S a y r e  a n d  C h a n g  (5) a n d  b y  E n g e lu n d  (6 ). In
t h e s e  s t u d i e s ,  s m a l l  f l o a t in g  p a r t i c l e s  w e r e  r e l e a s e d  a t  a  p o in t  on
th e  f r e e  s u r f a c e ,  an d  e i t h e r  th e  d i s t r i b u t i o n  in  t im e  f o r  p a r t i c l e s  to
t r a v e l  a  f ix e d  d i s t a n c e  o r  th e  l o n g i t u d in a l  d i s t r i b u t i o n  o f  p a r t i c l e s
a f t e r  a  f ix e d  t im e  f r o m  r e l e a s e  w e r e  o b s e r v e d .  L o n g i tu d in a l
t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  a t  th e  f r e e  s u r f a c e ,  εx s , w e r e
c a l c u l a t e d  u s in g
(2.7 a )
o r
(2.7b)
w h e r e  σ 2x a n d  σ2t a r e  th e  v a r i a n c e s  o f  th e  d i s t r i b u t i o n s  o f  th e  p a r t i c l e s  
in  s p a c e  a n d  t i m e ,  a n d  u s i s  th e  m e a n  l o n g i t u d in a l  p a r t i c l e  v e lo c i ty .  
S a y r e  a n d  C h a n g  n o r m a l i z e d  εxs b y  d iv id in g  b y  u *d , b u t
E n g e lu n d  c h o s e  to  d iv id e  h i s  c o e f f i c i e n t s  b y  u s d . B o th  n o r m a l i z a t i o n s
w e r e  m a d e  o n  b o th  s e t s  o f  d a t a  a n d  th e  r e s u l t s  a r e  g iv e n  in  T a b le  2 . 1 .
N e i th e r  n o r m a l i z a t i o n  o f  th e  p u b l i s h e d  d a ta  g iv e s  m o r e  c o n s i s t e n t  r e s u l t s
th a n  th e  o t h e r ; h o w e v e r ,  u s in g  th e  r e - e v a l u a t e d  c o e f f i c i e n t  f o r  E n g e l u n d 's
R u n  B, w h ic h  i s  o b t a in e d  b y  r e c o m p u t i n g  εxz f r o m  h i s  p u b l i s h e d  b a s i c
d a ta ,  th e  n o r m a l i z a t i o n  b y  u *d g iv e s  s l i g h t l y  m o r e  c o n s i s t e n t  r e s u l t s .  
N o r m a l i z a t i o n  b y  u *d i s  a l s o  m o r e  a p p r o p r i a t e  b e c a u s e  u * c h a r a c t e r i z e s  
t u r b u l e n c e  b e t t e r  th a n  u s .
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T a b le  2 .1  S u m m a r y  o f  p u b l is h e d  d a t a  o n  lo n g i tu d in a l  d i f f u s io n  o f f lo a t in g  p a r t i c l e s  in  o p e n  c h a n n e l s .
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C o m p a r in g  th e  d a ta  in  T a b le  2 .1  w i th  E q . 2 .6  c o n f i r m s  th a t
Dx > > εx .
2 . 2 . 3  L a t e r a l  D if fu s io n
2 . 2 . 3 . 1  D i f fu s io n  a t  th e  F r e e  S u r f a c e .  D a ta  f r o m
e x p e r i m e n t s  w i th  f lo a t in g  p a r t i c l e s  h a v e  a l s o  b e e n  u s e d  to  o b t a in
v a lu e s  o f εz s , th e  l a t e r a l  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  a t  th e  f r e e  s u r f a c e . 
E x p e r i m e n t s  o f t h i s  ty p e  w e r e  f i r s t  m a d e  b y  O r l ob  (7 ), l a t e r  b y  o t h e r  
i n v e s t i g a t o r s ,  a n d  a l s o  in  t h i s  s tu d y .  A  s u m m a r y  o f  th e  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  f r o m  t h e s e  i n v e s t i g a t i o n s  i s  g iv e n  i n  T a b le  2 . 2 .  V a lu e s  o f εzs
w e r e  c a l c u l a t e d  b y  e i t h e r  th e  f o r m u l a
(2.8 a )
o r
(2.8b)
w h e r e  σ2s i s  th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  p a r t i c l e s  a t  a
f ix e d  t im e  a f t e r  r e l e a s e  o r  a f t e r  t r a v e l i n g  a  f ix e d  d i s t a n c e .  T h e
d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  αs i s  d e f in e d  b y
( 2 .9 )
T h e  a v e r a g e  v a lu e s  o f  αs f r o m  e a c h  o f  th e  s t u d i e s  l i s t e d  in  T a b le  2 .2  
r a n g e  f r o m  0 .1 7 2  to  0 .2 4 1 .  T h e y  a r e  l e s s  t h a n  th e  n o r m a l i z e d  
lo n g i tu d in a l  c o e f f i c i e n t s  g iv e n  i n  T a b le  2 . 1 .
2 . 2 . 3 . 2  D e p t h - A v e r a g e d  D i f f u s io n  C o e f f i c ie n t .  B e c a u s e  
o f  v e r t i c a l  m ix in g ,  o b s e r v a t i o n s  o f  l a t e r a l  m ix in g  o f  s o l u t e s  y i e l d  o n ly
-1
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T a b le  2 .2  S u m m a r y  o f  p u b l i s h e d  d a t a  o n  l a t e r a l  d i f f u s io n  o f  f lo a t in g  p a r t i c l e s  in  o p e n  c h a n n e l s .
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εz , th e  d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e  o f  th e  l a t e r a l  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  
c o e f f i c i e n t .  T h is  c o e f f i c i e n t  i s  u s u a l l y  c a l c u l a t e d  w ith  th e  f o r m u l a
(2 .10a)
o r
(2.10b)
w h e r e  σ 2 i s  th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  d e p th -  
a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n ,  c ,  a n d  σ2d i s  th e  v a r i a n c e  o f th e  l a t e r a l  
d i s t r i b u t i o n  o f  ∂ c / ∂ z .
E q . 2 .10a  a n d  b  a r e  o b t a in e d  f r o m  E q . 2 .3  a s  f o l lo w s .  F a r  
d o w n s t r e a m  f r o m  a  s o u r c e  o f  a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  t r a c e r ,  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  s h o w  t h a t  c '  < <  c; t h e r e f o r e ,  o n e  c a n  d e l e t e  e a c h  o f  th e  t e r m s  in
E q . 2 .3  t h a t  c o n ta in  c ' b e c a u s e  t h e r e  a r e  c o r r e s p o n d i n g  s i m i l a r  t e r m s
 
c o n ta in in g  c . On e  c a n  a l s o  d e l e t e  th e  t e r m  εx(∂c/∂x) b e c a u s e  i t  i s  l e s s  th a n
th e  d e le t e d  t e r m  ∂/x ( u 'c ') .  T h e r e f o r e ,  f o r  a  s t e a d y  s o u r c e  E q . 2 .3  
b e c o m e s
( 2 .1 1 )
T a k in g  m o m e n ts  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  in  th e  z - d i r e c t i o n  y i e l d s  E q . 2 .1 0 a ,
o r  t a k in g  th e  d e r i v a t i v e  o f  E q . 2 .1 1  w i th  r e s p e c t  to  z a n d  t h e n  t a k in g
m o m e n t s  y i e l d s  E q . 2 .10b.
V a lu e s  o f εz a n d  th e  d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  
( 2 .1 2 )
f r o m  a  n u m b e r  o f i n v e s t i g a t i o n s  a r e  g iv e n  in  T a b le  2 . 3 .  T h e s e  d a t a  c a n  
b e  d iv id e d  in to  tw o  g r o u p s ,  o n e  f r o m  e x p e r i m e n t s  in  s t r a i g h t  c h a n n e l s
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T a b le  2 .3  S u m m a r y  o f  p u b l i s h e d  d a t a  on  l a t e r a l  d i f f u s io n  o f 
s o lu t e s  in  o p e n  c h a n n e l s .
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(R e f . 4 ,  5, 9 , 10, 11, 14, t h i s  s tu d y )  a n d  th e  o t h e r  f r o m  e x p e r i m e n t s  
in  c u r v e d  c h a n n e l s  (R e f. 10, 12, 13). E x c e p t  f o r  th e  d a ta  b y  G lo v e r ,  
w h ic h  w e r e  f r o m  e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  th e  t r a c e r  w a s  n o t  n e u t r a l l y  
b u o y a n t ,  th e  d a t a  f r o m  s t r a i g h t  c h a n n e l s  y i e l d  v a lu e s  o f  α  b e tw e e n  
0 .1 0  a n d  0 .2 5 .  (O ne  s h o u ld  o b s e r v e  t h a t  th e  o f te n  q u o te d  v a lu e  
p u b l i s h e d  b y  E l d e r  (4) h a s  b e e n  c o r r e c t e d  in  T a b le  2 .3 ) .  A l l  
v a l u e s  f r o m  c u r v e d  c h a n n e l s  a r e  g r e a t e r  th a n  0 .5 .  T h e  
h i g h e r  v a lu e s  in  c u r v e d  c h a n n e l s  h a v e  b e e n  e x p la in e d  b y  F i s c h e r  (13) 
a s  d u e  to  s e c o n d a r y  c u r r e n t s  in d u c e d  b y  th e  b e n d s .  T h e s e  c u r r e n t s  
t r a n s p o r t  m a t e r i a l  in  th e  l a t e r a l  d i r e c t i o n  b y  a  p r o c e s s  a n a lo g o u s  to  
l o n g i tu d in a l  d i s p e r s i o n  a s  d e s c r i b e d  in  S u b s e c t io n  2 . 2 . 1 .  F i s c h e r  
w a s  a b le  to  c a l c u l a t e  a  l a t e r a l  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t  u s in g  E q . 2 .5  
w i th  l a t e r a l  v e lo c i ty  d e v i a t i o n s ,  w ',  in  p l a c e  o f  th e  l o n g i tu d in a l  
v e lo c i ty  d e v ia t i o n s ,  u ' .
A s u i t a b l e  e x p la n a t io n  f o r  th e  v a r i a t i o n  in  α f o r  s t r a i g h t  c h a n n e l s  
d o e s  n o t  y e t  e x i s t .  H o w e v e r ,  i t  i s  w o r th  n o t in g  t h a t  th e  r a n g e  in  α 
fo u n d  b y  o n e  i n v e s t i g a t o r  i s  u s u a l l y  n o t  a s  l a r g e  a s  th e  r a n g e  o f  th e  
m e a n s  o f  v a lu e s  g iv e n  b y  d i f f e r e n t  i n v e s t i g a t o r s .  T h e r e f o r e ,  m u c h  
o f  th e  v a r i a t i o n  m a y  b e  d u e  to  w e a k  s e c o n d a r y  c u r r e n t s  c h a r a c t e r i s t i c  
o f  th e  d i f f e r e n t  f lu m e s  o r  c h a n n e l s .  A t t e m p t s  to  c o r r e l a t e  α  to  th e  
w id th - to - d e p th  r a t i o  o f th e  f lo w  c r o s s - s e c t i o n  an d  to  o t h e r  p a r a m e t e r s  
i s  p r e s e n t l y  b e in g  i n v e s t i g a t e d  b y  O k o y e  ( 14 ).
In  b o th  th e  s tu d y  b y  S a y r e  a n d  C h a n g  (5) a n d  in  t h i s  s tu d y ,  w h e r e
e x p e r i m e n t s  w e r e  m a d e  to  o b t a in  b o th  α a n d  α s , o n e  f in d s  t h a t  α s i s 
a b o u t  50 p e r c e n t  l a r g e r  th a n  α . A lth o u g h  S a y r e  a n d  C h a n g  fo u n d  t h a t
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th e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  α  a n d  α s w a s  s m a l l  i f  th e y  u s e d  u  in  p l a c e
o f  u s in  E q . 2 . 8 ,  th e  d a t a  f r o m  t h i s  s tu d y  do n o t  c o n f i r m  th i s  r e s u l t .
2 . 2 . 4  V e r t i c a l  D i f f u s io n .  A n  e s t i m a t e  o f th e  v e r t i c a l  d i f f u s io n  
c o e f f i c i e n t  f o r  m a s s  in  a  w id e  o p e n - c h a n n e l  f lo w , εy , c a n  b e  o b ta in e d
f r o m  th e  R e y n o ld s  a n a lo g y .  O n e  f i r s t  e x p r e s s e s  τx y , th e  a p p a r e n t
s h e a r  s t r e s s  o n  a  h o r i z o n t a l  p l a n e ,  a s
( 2 .1 3 )
w h e r e  ρ i s  th e  f lu id  d e n s i t y ,  a n d  th e  p r o d u c t  λy ε y  i s  th e  e d d y  v i s c o s i t y .  
T h e  t e r m  λy i s  th e  t u r b u l e n t  S c h m id t  n u m b e r  an d  i s  th e  r a t i o  o f
th e  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  f o r  m o m e n tu m  to  m a s s .  U s in g  th e  P r a n d t l  - 
v o n  K a r m a n  l o g a r i t h m i c  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n ,
( 2 .1 4 )
a n d  a  l i n e a r  d i s t r i b u t i o n  o f  s h e a r  s t r e s s ,
( 2 .1 5 )
E q . 2 .1 3  y i e l d s
( 2 .1 6 )
T h is  e x p r e s s i o n  f o r  λy εy i s  z e r o  a t  y  = 0 a n d  y  = d , an d  i s  s y m m e t r i c
 
a b o u t  y  =  d/2. T h e  d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e  i s  g iv e n  b y
( 2 .1 7 )
V a n o n i  (15 ) o b s e r v e d  th e  v e r t i c a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  s u s p e n d e d  s e d i -  
m e n t  in  a n  o p e n - c h a n n e l  f lo w  a n d  u s e d  th e  d a t a  to  c a l c u l a t e  ε y  f o r  s e d im e n t .  
H e  fo u n d  t h a t  th e  d i s t r i b u t i o n  o f  εy w a s  s i m i l a r  to  εy λy g iv e n  b y  E q . 6 .1 2 ,
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a n d  t h a t  λy  ≈  1. J o b s o n  an d  S a y r e  (16) i n t r o d u c e d  d y e  a t  th e  s u r f a c e  
o f  a n  o p e n - c h a n n e l  f lo w  a n d  o b s e r v e d  th e  v e r t i c a l  d i s t r i b u t i o n s  o f 
d y e  a s  a  f u n c t io n  o f d i s t a n c e  d o w n s t r e a m .  T h e y  u s e d  th e  d a ta  to  
c a l c u l a t e  εy a n d  a l s o  fo u n d  t h a t  εy a n d  λy εy w e r e  s i m i l a r l y  d i s t r i b u t e d
   
a n d  t h a t  λy  ≈  1. S i m i l a r  e x p e r i m e n t s  w i th  f in e  s e d i m e n t  g a v e  n e a r l y  
th e  s a m e  r e s u l t s .
2 .3  E F F E C T S  O F  D E N S IT Y  D I F F E R E N C E S  O N  M A S S  T R A N S F E R
2 . 3 . 1  V e r t i c a l  D e n s i ty  G r a d i e n t s .  O b s e r v a t i o n s  o f  v e r t i c a l  t u r -  
b u le n t  d i f f u s io n  i n  th e  a t m o s p h e r e ,  in  n a t u r a l  w a t e r  b o d i e s ,  a n d  in  th e  
l a b o r a t o r y  s h o w  t h a t  s t a b l e  v e r t i c a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  r e d u c e  v e r t i c a l  
d i f f u s io n  (R e f . 17 a n d  18). O b s e r v a t i o n s  a l s o  s h o w  t h a t  th e  
v e r t i c a l  d i f f u s io n  o f  m a s s  o r  h e a t  i s  r e d u c e d  m o r e  th a n  th e  d i f f u s io n  
o f  m o m e n tu m .  T a y l o r  (19) n o t i c e d  t h a t  s t a b l e  d e n s i t y  g r a d i e n t s  in  
th e  a t m o s p h e r e  r e d u c e  t u r b u l e n t  w in d  v e lo c i ty  f l u c t u a t i o n s  in  a l l  t h r e e  
d i r e c t i o n s ;  h e n c e ,  o n e  m a y  s u s p e c t  t h a t  a  s t a b l e  v e r t i c a l  d e n s i t y  
g r a d i e n t  m a y  r e d u c e  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  i n  th e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  
a l s o .
E l l i s o n  a n d  T u r n e r  (18 ) h a v e  g iv e n  a  p h y s i c a l  e x p la n a t i o n  f o r  th e  
r e d u c t i o n  in  v e r t i c a l  d i f f u s io n  b y  a  s t a b l e  d e n s i t y  g r a d i e n t .  T h e y  
r e a s o n e d  t h a t  a  p a r c e l  o f  f lu id  w h ic h  i s  d i s p l a c e d  f r o m  i t s  e q u i l i b r i u m  
p o s t i t i o n  b y  t u r b u l e n c e  m a y  r e t u r n  to  i t s  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  b e f o r e  
i t  m ix e s  c o m p l e t e l y  w i th  th e  s u r r o u n d i n g  f lu id .  T h e y  a l s o  r e a s o n  t h a t  
th e  r e d u c t i o n  i n  th e  d i f f u s io n  o f  m o m e n tu m  i s  n o t  a s  g r e a t  a s  th e
r e d u c t i o n  in  th e  d i f f u s io n  o f  h e a t  o r  m a s s  b e c a u s e  th e  p a r c e l  c a n
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e x c h a n g e  m o m e n tu m  w i th o u t  m ix in g  b y  th e  a c t i o n  o f p r e s s u r e ,  b u t  in  
o r d e r  to  t r a n s f e r  h e a t  o r  m a s s  th e  p a r c e l  o f f lu id  m u s t  m ix  w ith  i t s  
s u r r o u n d i n g s .
M o s t  i n v e s t i g a t o r s  a t t e m p t  to  r e l a t e  th e  d e c r e a s e  in  d i f f u s io n  
c a u s e d  b y  a  s t a b l e  d e n s i t y  g r a d i e n t  to  R i , th e  R i c h a r d s o n  n u m b e r ,
( 2 .1 8 )
w h e r e  g i s  th e  a c c e l e r a t i o n  d u e  to  g r a v i t y ,  a n d  ∂u / ∂y  i s  th e  v e r t i c a l  
g r a d i e n t  o f  th e  p r i m a r y  f lo w  w h ic h  i s  c o n s i d e r e d  to  b e  h o r i z o n t a l .  
M u n k  a n d  A n d e r s o n  (17) s u g g e s t  th e  e m p i r i c a l  e q u a t i o n s :
( 2 .1 9 )
a n d
( 2 .2 0 )
w h e r e  (εy λy )o a n d  (εy )o a r e  th e  v a lu e s  o f εy λy a n d  εy u n d e r  n e u t r a l
   
c o n d i t i o n s ,  R i  = 0 . O k u b o  (20) r e v i e w s  f o r m u l a e  s u g g e s t e d  b y  o t h e r  
i n v e s t i g a t o r s .
B e c a u s e  th e  l o n g i t u d in a l  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t ,  Dx , g iv e n  b y  
E q . 2 . 5  i s  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  to  ε y , o n e  m a y  e x p e c t  t h a t  D x  w o u ld  
b e  l a r g e r  f o r  s t a b l e  d e n s i t y - s t r a t i f i e d  f lo w s  t h a n  f o r  f lo w s  o f  u n i f o r m  
d e n s i t y .
2 . 3 . 2  H o r i z o n t a l  D e n s i ty  G r a d i e n t s .  O b s e r v a t i o n s  s h o w  t h a t  
d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  in  th e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  c a n  i n c r e a s e  m a s s  
t r a n s f e r  b y  in d u c in g  d e n s i t y  c u r r e n t s .  H a r l e m a n ,  J o r d a a n ,  an d  L in  (21) 
o b s e r v e d  th e  h o r i z o n t a l  m ix i n g  o f  tw o  f lu id s  o f  d i f f e r e n t  d e n s i t y  in  a
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h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n t  f i e ld .  T h e y  fo u n d  t h a t  th e  r a t e  o f  m ix in g  o f th e  
tw o  f lu id s  i n c r e a s e d  w ith  i n c r e a s i n g  d e n s i t y  d i f f e r e n c e .  J e n ,  W ie g e l ,  
a n d  M o b a r e k  (22) a n d  H a y a s h i  a n d  S h u to  (23) p e r f o r m e d  e x p e r i m e n t s  
w ith  h e a te d  j e t s  o f w a t e r  t h a t  d i s c h a r g e d  h o r i z o n t a l l y  n e a r  a  f r e e  
s u r f a c e ;  th e y  fo u n d  t h a t  l a t e r a l  s p r e a d i n g  o f  th e  j e t s  i n c r e a s e d  w ith  
i n c r e a s i n g  d i f f e r e n c e  in  t e m p e r a t u r e  b e tw e e n  th e  d i s c h a r g e d  a n d  
a m b ie n t  f l u i d s .
D e n s i ty - in d u c e d  v e l o c i t i e s  a l s o  o c c u r  in  e s t u a r i e s ,  w h e r e  l o n g i ­
t u d in a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  e x i s t  d u e  to  th e  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  b e tw e e n  
s a l t  w a t e r  f r o m  th e  o c e a n  a n d  f r e s h  w a t e r  f r o m  r i v e r s .  E x p e r i m e n t s  
in  an  i d e a l i z e d  l a b o r a t o r y  e s t u a r y  b y  I p p e n ,  H a r l e m a n ,  a n d  L in  (2 ), 
w h ic h  a r e  a n a ly s e d  a n d  a r e  d e s c r i b e d  in  m o r e  d e t a i l  in  C h a p te r  6, s h o w  
t h a t  a s  th e  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  b e tw e e n  th e  w a t e r  in  th e  o c e a n  a n d  
in c o m in g  r i v e r  i n c r e a s e s ,  th e  a p p a r e n t  l o n g i t u d in a l  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  
i n c r e a s e s  a l s o .  I p p e n  (24) h a s  e x p la in e d  c o n c e p t u a l l y  th e  e f f e c t  of 
lo n g i tu d in a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  o n  th e  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n s  in  e s t u a r i e s ,  
a n d  H a n s e n  a n d  R a t t r a y  (25) h a v e  t r e a t e d  th e  p r o b l e m  a n a l y t i c a l l y .  If  
th e  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  o v e r  th e  v e r t i c a l  i s  h y d r o s t a t i c ,  a n d  i f  th e  
e s t u a r y  i s  w e l l  m ix e d  v e r t i c a l l y  so  t h a t  th e  v a r i a t i o n  i n  d e n s i t y  w i th  
d e p th  i s  s m a l l ,  th e  p r e s s u r e  i s  g iv e n  b y
If  th e  x - a x i s  i s  h o r i z o n t a l ,  th e  l o n g i tu d in a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  i s  th e n  
g iv e n  b y
( 2 .2 1 )
w h e r e  S = - ∂d / ∂x  i s  th e  l o n g i t u d in a l  w a t e r  s u r f a c e  s lo p e .  T h e
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v e r t i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  e a c h  o f  th e  t e r m s  in  E q . 2 .2 1  a r e  sh o w n  in  
F ig .  2 .1  f o r  a  s e a w a r d  s lo p in g  w a t e r  s u r f a c e .  B e c a u s e  th e  p r e s s u r e  
g r a d i e n t  d u e  to  th e  w a t e r  s u r f a c e  s lo p e  i s  i n v a r i a n t  w i th  d e p th ,  an d  
b e c a u s e  th e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  d u e  to  th e  d e n s i t y  g r a d i e n t  i s  z e r o  a t  
th e  w a t e r  s u r f a c e  a n d  r e a c h e s  a  m a x i m u m  a t  th e  b o t to m ,  th e  r e s u l t a n t  
p r e s s u r e  g r a d i e n t  n e a r  th e  s u r f a c e  a n d  n e a r  th e  b o t to m  c a n  b e  in  
o p p o s i t e  d i r e c t i o n s .  T h e  r e s u l t  c a n  b e  a n  u p s t r e a m  f lo w  n e a r  th e  
b o t to m  b u t  a  d o w n s t r e a m  f lo w  n e a r  th e  s u r f a c e .  W h en  u s e d  in  E q . 2 . 5 ,  
v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n s  o f  t h i s  ty p e  y i e ld  h i g h e r  l o n g i t u d in a l  d i f f u s io n  
c o e f f i c i e n t s  th a n  u n i d i r e c t i o n a l  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n s  w i th  th e  s a m e  
m e a n  v e lo c i ty .  B e c a u s e  th e  u p s t r e a m  f lo w  in  th e  l o w e r  l a y e r  m u s t  
r e t u r n  s e a w a r d  in  th e  u p p e r  l a y e r ,  th e  f lo w  p a t t e r n  r e s e m b l e s  a  
l o n g i tu d in a l  c i r c u l a t i o n  o f  th e  p r i m a r y  f lo w .
T h e  p r e s e n t  s tu d y  i n v e s t i g a t e s  th e  e f f e c t s  o f  d e n s i t y - i n d u c e d  
s e c o n d a r y  c i r c u l a t i o n  o n  l a t e r a l  m ix in g  in  t u r b u l e n t  o p e n - c h a n n e l  f lo w s  
w i th  l a t e r a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s .
F i g u r e  2 .1  L o n g i tu d in a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t s  a n d  v e lo c i ty  
d i s t r i b u t i o n s  in  a n  e s t u a r y .
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C H A P T E R  3
E X P E R I M E N T A L  A P P A R A T U S  A N D  T E C H N IQ U E S
3 .1  D E S C R IP T IO N  O F  E X P E R IM E N T S
E x p e r i m e n t s  w e r e  m a d e  in  a  l a b o r a t o r y  f lu m e  to  o b s e r v e  th e  
l a t e r a l  m ix in g  o f  f lu id s  w i th  d e n s i t i e s  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f  th e  
a m b ie n t  f lo w . T h e  o b j e c t iv e  o f  th e  e x p e r i m e n t s  w a s  to  o b t a in  d a t a  
f o r  d e v e lo p in g  a n d  c h e c k in g  t e c h n i q u e s  f o r  p r e d i c t i n g  h o r i z o n t a l  
m ix in g  r a t e s  in  t u r b u l e n t  f lo w s  w i th  h o r i z o n t a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s .
In  th e  e x p e r i m e n t s ,  a  t r a c e r  f lu id  w a s  i n t r o d u c e d  c o n t in u o u s ly  
in to  th e  f lu m e  u n i f o r m l y  o v e r  th e  d e p th  a n d  a c r o s s  s o m e  f r a c t i o n  
o f th e  f lu m e  w id th .  T h e  t r a c e r  f lu id  w a s  i n t r o d u c e d  in to  th e  f lu m e  a t  
th e  s a m e  v e lo c i ty  a s  th e  a m b i e n t  f lo w  in  th e  f lu m e .  In  m o s t  
e x p e r i m e n t s ,  th e  s o u r c e  w a s  l o c a t e d  o n  th e  f lu m e  c e n t e r  l i n e ,  a n d  th e  
w id th  o f  th e  s o u r c e  w a s  s m a l l  c o m p a r e d  w i th  th e  w id th  o f  th e  f lu m e .  
H o w e v e r ,  in  s o m e  e x p e r i m e n t s  t h a t  w e r e  m a d e  to  o b s e r v e  th e  
m ix in g  o f  tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s ,  th e  t r a c e r  f lu id  i n i t i a l l y  o c c u p ie d  
a l l  t h a t  p a r t  o f  th e  c r o s s - s e c t i o n  o n  o n e  s id e  o f  th e  f lu m e  c e n t e r  
l in e .
M o s t  e x p e r i m e n t s  w e r e  m a d e  w i th  t r a c e r  f lu id s  w h o s e  d e n s i t i e s  
w e r e  s l i g h t ly  g r e a t e r  o r  th e  s a m e  a s  th e  d e n s i t y  o f  th e  a m b i e n t  w a t e r  
in  th e  f lu m e .  H o w e v e r ,  tw o  e x p e r i m e n t s  w e r e  m a d e  w i th  t r a c e r
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f lu id s  w h ic h  w e r e  l e s s  d e n s e  th a n  th e  a m b i e n t  w a t e r .  A ll  t r a c e r  
f lu id s  w e r e  s a l t  w a t e r  (N a C l)  s o lu t i o n s .  T h e  d e n s i t i e s  o f  th e  h e a v y  
t r a c e r  f lu id s  w e r e  v a r i e d  b y  c h a n g in g  th e  s a l t  c o n c e n t r a t i o n s .  T r a c e r  
f lu id s  o f  n e u t r a l  d e n s i t y  w e r e  p r e p a r e d  b y  a d d in g  m e t h y l  a lc o h o l  to  
a  s a l t - w a t e r  s o lu t io n .  T h e  l i g h t  t r a c e r  f lu id s  w e r e  m a d e  b y  a d d in g  
a d d i t io n a l  a m o u n ts  o f  a lc o h o l .  T h e  t r a c e r  f lu id s  w e r e  o f te n  c o lo r e d  
w i th  an  o r g a n i c  d y e  to  m a k e  th e m  v i s i b l e .
D i s t r i b u t i o n s  o f  t r a c e r  f lu id  in  c r o s s - s e c t i o n s  d o w n s t r e a m  f r o m  
a  s o u r c e  w e r e  o b ta in e d  b y  t a k in g  w a t e r  s a m p l e s  f r o m  p o in ts  in  th e  
c r o s s - s e c t i o n s  a n d  b y  m e a s u r i n g  th e  s p e c i f i c  e l e c t r i c a l  r e s i s t a n c e  
o f  e a c h  s a m p l e  to  d e t e r m i n e  th e  t r a c e r  c o n c e n t r a t i o n  in  e a c h  s a m p l e .
T h e  l a t e r a l  d i f f u s io n  o f  s m a l l  f lo a t s  w a s  o b s e r v e d  d u r in g  e x p e r i ­
m e n t s  in  w h ic h  th e  t r a c e r  f lu id  w a s  n e u t r a l l y  b u o y a n t  a n d  a l s o  in  
e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  no  t r a c e r  f lu id  w a s  i n t r o d u c e d  in to  th e  f lu m e .  
T h e  p u r p o s e  o f t h e s e  e x p e r i m e n t s  w a s  to  p r o v id e  a d d i t io n a l  d a ta  to  
c o m p a r e  th e  t u r b u l e n t  d i f f u s in g  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  th e  f lo w s  in  th e  
f lu m e s  u s e d  in  t h i s  s tu d y  w i th  th e  f lo w s  in  th e  f lu m e s  u s e d  b y  o t h e r  
i n v e s t i g a t o r s .
3 .2  F L U M E
3 . 2 . 1  D e s c r i p t i o n .  T h e  e x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c te d  in  a  
4 0 - m e t e r - l o n g  r e c i r c u l a t i n g  f lu m e  l o c a t e d  in  th e  s u b - b a s e m e n t  o f  th e  
W . M . K e c k  L a b o r a t o r y  o f  H y d r a u l i c s  a n d  W a te r  R e s o u r c e s .  
F a b r i c a t i o n  d e t a i l s  o f  th e  f lu m e  a r e  g iv e n  b y  V a n o n i ,  B r o o k s ,  an d  
R a i c h le n  (2 6 ). T h e  f lu m e  i s  s h o w n  s c h e m a t i c a l l y  in  F ig .  3 . 1 ,  a n d
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F i g u r e  3 .1  T h e  4 0 - m e t e r  f lu m e .  ( D r a w in g  m o d i f ie d  f r o m  V a n o n i  e t  a l . ( 2 6 ) ) .
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in  th e  p h o to g r a p h  in  F ig .  3 . 7 .  T h e  b o t to m  o f th e  f lu m e  i s  m a d e  o f 
s t a i n l e s s  s t e e l  p l a t e  a n d  i s  110 c m  w id e ;  th e  v e r t i c a l  s i d e w a l l s  a r e  
61 c m  h ig h  a n d  a r e  g l a s s  a lo n g  m o s t  o f  th e  f l u m e 's  l e n g th .  A n 
i n s t r u m e n t  c a r r i a g e  r i d e s  o n  r a i l s  w h ic h  a r e  m o u n te d  o n  th e  to p s  of 
th e  s id e w a l l s .
T h e  f lu m e  i s  s u p p o r t e d  in  p iv o t  b e a r i n g s  n e a r  i t s  m i d - p o i n t  an d  
i s  s u p p o r t e d  e l s e w h e r e  b y  f o u r  p a i r s  o f  p o w e r - d r i v e n  s c r e w  j a c k s  
(a s  s h o w n  in  F ig .  3 .1 ). T h e  f lu m e  s lo p e  i s  o b ta in e d  b y  r e a d i n g  a  
v e r t i c a l  s t a f f  a t t a c h e d  to  th e  f lu m e  a p p r o x i m a t e l y  17 m e t e r s  u p s t r e a m  
f r o m  th e  p iv o t .  T h e  s t a f f  w a s  c a l i b r a t e d  b y  o b s e r v i n g  th e  s lo p e  o f 
th e  f lu m e  b o t to m  w i th  r e s p e c t  to  a  s t i l l  w a t e r  l e v e l .
3 . 2 . 2  W a te r  C i r c u l a t i o n .  W a te r  e n t e r e d  th e  u p s t r e a m  e n d  o f 
th e  f lu m e  th r o u g h  a  m e t a l  s c r e e n  (8 m e s h / i n c h )  f r o m  a  b a f f l e d  i n l e t  
t a n k .  A n a d j u s t a b l e  w e i r  w a s  i n s t a l l e d  a t  th e  d o w n s t r e a m  e n d  o f 
th e  f lu m e  to  c o n t r o l  th e  t a i l - w a t e r  d e p th .  W a te r  f lo w e d  o v e r  th e  
w e i r  in to  an  o u t l e t  t a n k .
T h e  d e s ig n  o f  th e  f lu m e  p e r m i t s  a  n u m b e r  o f a l t e r n a t i v e s  f o r  
r e t u r n i n g  th e  w a t e r  f r o m  th e  o u t l e t  t a n k  to  th e  i n l e t  ta n k .  In  o r d e r  
to  m i n i m i z e  c h a n g e s  in  th e  t r a c e r  c o n c e n t r a t i o n  o f  th e  a m b ie n t  
f lo w  d u r in g  a n  e x p e r i m e n t ,  th e  r e t u r n  s y s t e m  w a s  m o d i f ie d  to  
u t i l i z e  th e  m a x i m u m  w a t e r  v o lu m e .  W a te r  f lo w e d  f r o m  th e  o u t l e t  
ta n k  th r o u g h  a  p ip e  a n d  a  l a b o r a t o r y  f lo o r  d r a i n  in to  th e  f a r t h e s t  
o f  th e  f o u r  r e s e r v o i r s .  T h e  r e s e r v o i r s  a r e  c o n n e c te d  in  s e r i e s  
b y  s h o r t  l e n g t h s  o f  1 0 - in c h  p i p e s .  T h e  r e s e r v o i r s  h a v e  a  c o m b in e d  
c a p a c i ty  o f a p p r o x i m a t e l y  63 c u b ic  m e t e r s .  W a te r  w a s  p u m p e d
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f r o m  th e  l a s t  r e s e r v o i r ,  w h ic h  i s  u n d e r  th e  o u t l e t  t a n k ,  th r o u g h  a  
n o m in a l  8 - in c h  p ip e ,  w h ic h  r u n s  u n d e r  th e  f l u m e ,  to  th e  i n l e t  t a n k .  
T h e  p u m p  w a s  d r i v e n  b y  a  1 0 - h o r s e p o w e r  m o t o r  th r o u g h  a  c o n t in -  
u o u s ly  v a r i a b l e  V - b e l t  d r i v e .  W a te r  d i s c h a r g e  w a s  m e a s u r e d  w i th  
a  v e n t u r i  m e t e r  (K e c k  L a b . N o . Q -6 )  in  th e  8 - in c h  p ip e .  T h e  16- 
in c h  p ip e  w h ic h  r u n s  b e n e a t h  th e  f lu m e  w a s  n o t  u s e d  f o r  th e  r e t u r n  
f lo w  a n d  w a s  c a p p e d  n e a r  th e  o u t l e t  ta n k  b u t  w a s  a l lo w e d  to  f i l l  w i th  
w a t e r  f r o m  th e  i n l e t  t a n k .
3 . 2 . 3  R o u g h  B o t to m . T h e  b o t to m  o f  th e  f lu m e  w a s  m a d e  r o u g h  
f o r  s o m e  e x p e r i m e n t s  b y  l a y in g  e x p a n d e d  m e t a l  s h e e t s  ( F ig .  3 .2 )  o n  
th e  s t a i n l e s s  s t e e l  b o t to m .  T h e  s h e e t s ,  w h ic h  a r e  m a n u f a c t u r e d  f o r  
u s e  a s  p l a s t e r i n g  l a t h ,  a r e  m a d e  o f  s t e e l  a n d  a r e  g a lv a n iz e d ;  t h e i r  
a p p r o x i m a t e  d i m e n s io n s  a r e  g iv e n  in  F ig .  3 . 3 .  A lth o u g h  th e  t o t a l  
t h i c k n e s s  o f th e  l a t h  i s  0 .3 1  c m ,  th e  s o l id  v o lu m e  i s  e q u iv a l e n t  to  
t h a t  o f a  s o l id  s h e e t  o n ly  0 .0 2 5  c m  th ic k .
T h e  l a t h  w a s  c u t  in to  p a n e l s  73 c m  b y  109 c m  w h ic h  w e r e  
i n s t a l l e d  w i th  th e  109 c m  le n g th  s p a n n in g  th e  w id th  o f th e  f lu m e .
T h e  p a n e l s  w e r e  h e ld  to  th e  s t a i n l e s s  s t e e l  b o to m  w i th  m a s t i c  
s t r i p p i n g  1 /2  i n c h e s  w id e  b y  1 /8  i n c h e s  t h ic k .  S in g le  s t r i p s  of 
m a s t i c  w e r e  l a i d  a b o u t  5 c m  f r o m  e a c h  w a l l  a lo n g  th e  e n t i r e  l e n g th  
o f  th e  f lu m e ,  a n d  t h r e e  p i e c e s  a b o u t  8 c m  lo n g  w e r e  l a id  l o n g i t u d in ­
a l l y  a t  th e  j o i n t s  b e tw e e n  p a n e l s .  T h e  p a n e l s  w e r e  p r e s s e d  in to  th e  
m a s t i c  s o  t h a t  th e y  l a y  f l a t  o n  th e  s t a i n l e s s  s t e e l  b o t to m .
T h e  h y d r a u l i c  r e s i s t a n c e  o f  t h i s  r o u g h  b o t to m  i s  g iv e n  w i th  
o t h e r  h y d r a u l i c  d a t a  in  C h a p te r  4.
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F i g u r e  3 .2  P h o t o g r a p h  o f e x p a n d e d  m e t a l  l a t h  
u s e d  f o r  r o u g h n e s s  o n  th e  b o t to m  
o f  th e  f lu m e .
F i g u r e  3 .3  D im e n s io n e d  s k e t c h  o f m e t a l  l a t h  u s e d  f o r  
r o u g h n e s s  o n  th e  b o t to m  o f  th e  f lu m e .
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3 .3  W A T E R  D E P T H  A N D  V E L O C IT Y  M E A S U R IN G  E Q U IP M E N T  
W a te r  d e p th s  in  th e  f lu m e  w e r e  m e a s u r e d  w i th  a  p o in t  g a g e  
w h ic h  c o u ld  b e  r e a d  to  th e  n e a r e s t  0 .0 1  c m  a n d  w h ic h  w a s  m o u n te d  
o n  th e  i n s t r u m e n t  c a r r i a g e .
W a te r  v e l o c i t i e s  w e r e  m e a s u r e d  w i th  a  1 /8  in c h  (0.3 2 - c m )  
d i a m e t e r  p i t o t - s t a t i c  tu b e .  T h e  d i f f e r e n c e s  in  p r e s s u r e  b e tw e e n  
th e  d y n a m ic  a n d  s t a t i c  p o r t s  w e r e  m e a s u r e d  e l e c t r o n i c a l l y  w i th  
a  p r e s s u r e  t r a n s d u c e r  a n d  s t r i p - c h a r t  r e c o r d e r .  T h e  s y s t e m  w a s  
c a l i b r a t e d  b y  i m p o s i n g  p r e s s u r e s  o n  th e  t r a n s d u c e r  w i th  a  w a t e r  
m a n o m e t e r  w h ic h  c o u ld  b e  r e a d  to  w i th in  0 .0 0 1  i n c h e s  ( 0 .0 0 2 5  c m ) .
T h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  c a l i b r a t i o n s  b e f o r e  a n d  a f t e r  a n  e x p e r i m e n t  
w a s  a lw a y s  l e s s  th a n  tw o  p e r c e n t .
T h e  p i t o t - s t a t i c  tu b e  w a s  a t t a c h e d  to  th e  t r a v e l e r  o f a  p o in t  
g a g e  o n  th e  i n s t r u m e n t  c a r r i a g e  f o r  p o s i t i o n in g  i t  in  th e  f lu m e .  T o 
o b ta in  th e  v e lo c i ty  a t  a  p o i n t ,  th e  o u tp u t  o f th e  p r e s s u r e  t r a n s d u c e r  
w a s  r e c o r d e d  f o r  30  s e c o n d s  a n d  w a s  a v e r a g e d  b y  e y e .
3 . 4  T R A C E R  F L U ID  S Y S T E M
3 . 4 . 1  F lu id  H a n d l in g  S y s t e m .  T h e  t r a c e r  f lu id s  w e r e  p r e p a r e d  
in  a  m ix in g  ta n k  a n d  w e r e  p u m p e d  in to  th e  f lu m e  t h r o u g h  v a r i o u s  
ty p e s  o f s o u r c e s  w h ic h  a r e  d e s c r i b e d  in  S e c t io n  3 . 4 . 2 .  T h e  m ix in g  
ta n k  w a s  o p e n  a t  th e  to p  a n d  h a d  a  c a p a c i t y  o f  a p p r o x i m a t e l y  600  l i t e r s .  
T h e  ta n k  a n d  a s s o c i a t e d  p lu m b in g  a r e  s h o w n  s c h e m a t i c a l l y  in  F ig .  3 .4 .
T h e  m ix in g  t a n k  w a s  f i l l e d  w i th  w a t e r  f r o m  th e  1 6 - in c h  
p ip e  w h ic h  r u n s  u n d e r  th e  f lu m e .  W e ig h e d  a m o u n ts  o f  s a l t  a n d
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F i g u r e  3 . 4  S c h e m a t ic  d r a w in g  o f th e  t r a c e r - f l u i d  h a n d l in g  s y s t e m .
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a lc o h o l  (if a n y )  w e r e  a d d e d  to  th e  ta n k  a n d  w e r e  m ix e d  b y  p u m p in g  
w a t e r  o u t  o f th e  b o t to m  o f  th e  ta n k  a n d  r e t u r n i n g  i t  a t  th e  to p .
F o r  s o m e  e x p e r i m e n t s  d y e  w a s  a l s o  a d d e d  to  th e  s o lu t io n .
D u r in g  m o s t  e x p e r i m e n t s ,  f lu id  w a s  p u m p e d  f r o m  th e  m ix in g  
ta n k  to  th e  s o u r c e  in  th e  f lu m e .  H o w e v e r ,  f o r  s o m e  e x p e r i m e n t s ,  
w a t e r  w i th  no  t r a c e r  a n d  w i th  th e  s a m e  d e n s i t y  a s  th e  f lu id  in  th e  
f lu m e  w a s  p u m p e d  d i r e c t l y  f r o m  th e  1 6 - in c h  p ip e  to  th e  s o u r c e .
T h e  f lo w  r a t e  to  th e  s o u r c e  w a s  m e a s u r e d  w i th  a  v a r i a b l e  a r e a  
f l o w m e t e r  (K e c k  L a b . N o . Q -2 9 )  a n d  w a s  r e g u l a t e d  w i th  a  g a te  
v a lv e .  A  s h u to f f  b a l l  v a lv e  w a s  p u t  in  s e r i e s  w i th  th e  r e g u l a t i n g  
v a lv e  f o r  c o n v e n ie n c e .
3 . 4 . 2  S o u r c e s .  T h e  t r a c e r  s o u r c e s  in  th e  f lu m e  w e r e  d e s ig n e d  
to  d i s t r i b u t e  th e  t r a c e r  u n i f o r m l y  o v e r  th e  d e p th  a n d  a c r o s s  s o m e  
s e l e c t e d  w id th  w i th in  th e  f lu m e .  T h e y  w e r e  a l s o  d e s ig n e d  to  c a u s e  
m in i m u m  d i s t u r b a n c e s  to  th e  a m b i e n t  f lo w . T h r e e  d e s ig n s  w e r e  
u s e d :  o n e  d e s ig n  w a s  u s e d  f o r  th e  n a r r o w  s o u r c e s ,  1 c m  a n d  2 c m  
w id e ;  a  s e c o n d  d e s ig n  w a s  u s e d  f o r  th e  1 2 . 5 - c m -  a n d  2 0 - c m - w i d e  
i n t e r m e d i a t e  w id th  s o u r c e s ;  a n d  th e  t h i r d  d e s ig n  w a s  u s e d  f o r  th e  
w id e  s o u r c e  in  w h ic h  th e  t r a c e r  w a s  d i s t r i b u t e d  o v e r  o n e - h a l f  o f 
th e  1 1 0 - c m - w id e  f lu m e .
3 . 4 . 2 . 1  N a r r o w  S o u r c e s .  T h e  n a r r o w  1 - c m - w i d e  
s o u r c e ,  w h ic h  i s  s h o w n  i n  F ig .  3 . 5 ,  w a s  m a d e  b y  p l a c in g  a  v e r t i c a l  
m a n i f o ld  b e tw e e n  tw o  v e r t i c a l  g u id e  w a l l s .  T h e  m a n i f o ld  w a s  a  
f l a t t e n e d  l e n g th  o f t h i n - w a l l e d  b r a s s  tu b in g  w i th  h o l e s  d r i l l e d  in  
th e  d o w n s t r e a m  e d g e .  T h e  h o l e s  w e r e  s p a c e d  a t  a p p r o x i m a t e l y
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F i g u r e  3 .5  T h e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .
10114
F i g u r e  3 . 6  T h e  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e .
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0 .3  c m  i n t e r v a l s  a lo n g  a  v e r t i c a l  l in e  s t a r t i n g  n e a r  th e  b o t to m  a n d  
e x te n d in g  a b o u t  11 c m  h ig h . H o le s  a b o v e  th e  w a t e r  s u r f a c e  w e r e  
c o v e r e d  w i th  p l a s t i c  t a p e .  T h e  h o l e s  w e r e  m a d e  w i th  a  1 / 8 - i n c h -  
d i a m e t e r  d r i l l  an d  e v e r y  t h i r d  h o le  w a s  e n l a r g e d  to  a  3 / 16 - in c h -  
d i a m e t e r .  A p i e c e  o f r o l l e d  w i r e  s c r e e n  w a s  p l a c e d  in  f r o n t  o f  th e  
m a n i f o ld  to  b r e a k  u p  th e  j e t s  f r o m  th e  m a n i f o ld .
T h e  v e r t i c a l  g u id e  w a l l s  w e r e  m a d e  o f 2 4 - g a g e  (0.0 2 8 - in c h )  
g a lv a n iz e d  s t e e l  s h e e t .  T h e y  w e r e  1 c m  a p a r t  a n d  p a r a l l e l  a t  th e  
d o w n s t r e a m  e n d  b u t  m e t  to  f o r m  a  s h a r p  e d g e  a t  th e  u p s t r e a m  e n d . 
T h e  t o t a l  l e n g th  o f t h i s  s o u r c e  w a s  25 c m . T h e  s u r f a c e  w a v e s  
g e n e r a t e d  b y  th i s  s h a p e  w e r e  l e s s  th a n  0 .1 5  c m  h ig h  a n d  w e r e  n o t  
m u c h  l a r g e r  th a n  th e  w a v e s  m a d e  b y  a  s in g l e  p i e c e  o f s h e e t  m e t a l  
p l a c e d  p a r a l l e l  to  th e  f lo w .
T h e  d i s c h a r g e  f r o m  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e  w a s  e q u a l  to  th e  
d i s c h a r g e  th r o u g h  a  1 - c m - w i d e  v e r t i c a l  s t r i p  in  th e  c e n t r a l  p a r t  
o f  th e  f lu m e .  T h e  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n  a t  th e  m o u th  o f  th e  s o u r c e  
w a s  o b s e r v e d  to  b e  a p p r o x i m a t e l y  u n i f o r m  o v e r  th e  d e p th .  T h e  
d o w n s t r e a m  e n d  o f  t h i s  s o u r c e  w a s  l o c a t e d  15 m e t e r s  d o w n s t r e a m  
f r o m  th e  s c r e e n  i n  th e  i n l e t  b o x  o f  th e  f lu m e .
A 2 - c m -w id e  s o u r c e ,  61 c m  lo n g , w a s  c o n s t r u c t e d  s i m i l a r  to  
th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .  H o w e v e r ,  th e  2 - c m - w id e  s o u r c e  w a s  u s e d  
o n ly  in  a n  e x p e r i m e n t  to  o b s e r v e  th e  l a t e r a l  d i f f u s io n  o f f lo a t in g  
p a r t i c l e s .
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3 . 4 . 2 . 2  T h e  I n t e r m e d i a t e  W id th  S o u r c e s .  T h e  1 2 . 5 - c m -  
a n d  2 0 -c m - w i d e  s o u r c e s  w e r e  m a d e  b y  p la c in g  a  h o r i z o n t a l  m a n i f o ld  
b e tw e e n  tw o  p a r a l l e l  v e r t i c a l  g u id e  w a l l s .  T h e  g u id e  w a l l s  w e r e  
o p e n  a t  e a c h  e n d  to  a l lo w  th e  w a t e r  in  th e  f lu m e  to  f lo w  b e tw e e n  
th e m .  A t r a c e r  f lu id  f r o m  th e  m ix in g  ta n k  w a s  s p r a y e d  b y  th e  
m a n i f o ld  o n to  th e  s u r f a c e  o f  th e  w a t e r  f lo w in g  b e tw e e n  th e  g u id e  
w a l l s .  T h is  d e s ig n  d id  n o t  r e q u i r e  m ix i n g ,  s t o r i n g ,  a n d  p u m p in g  
l a r g e  v o lu m e s  o f  w a t e r  a s  w o u ld  b e  r e q u i r e d  i f  th e  s o u r c e s  w e r e  
c o n s t r u c t e d  in  th e  s a m e  w a y  a s  th e  n a r r o w  s o u r c e s .  T h e  2 0 - c m -  
w id e  s o u r c e  i s  s h o w n  in  F ig .  3 .6 .
T h e  s a m e  g u id e  w a l l s  w e r e  u s e d  f o r  b o th  s o u r c e s .  T h e y  w e r e
9 1. 5  c m  lo n g ,  2 0 .3  c m  h ig h ,  a n d  w e r e  m a d e  f r o m  1 8 - g a g e  (0.0 4 9 -  
in c h )  s t a i n l e s s  s t e e l  s h e e t .  T h e  w a l l s  w e r e  f a s t e n e d  to  m e t a l  r o d s  
o f  th e  p r o p e r  l e n g th  w h ic h  h e ld  th e m  a p a r t  a n d  u p r i g h t .  T h e  c o n ta c t  
b e tw e e n  th e  g u id e  w a l l s  a n d  th e  r o u g h  l a t h  b o t to m  w a s  s e a l e d  w i th  
m a s t i c .  P l a s t i c  t a p e  w a s  u s e d  to  s e a l  th e  c o n ta c t  b e tw e e n  th e  g u id e  
w a l l s  a n d  th e  s m o o th  b o t to m .
A n i n v e r t e d  T - s h a p e d  m a n i f o ld  w a s  f a b r i c a t e d  f o r  e a c h  s o u r c e .  
T h e  v e r t i c a l  i n l e t  s t e m  w a s  a  s h o r t  p i e c e  o f b r a s s  p ip e  w h ic h  w a s  
s o l d e r e d  to  th e  m i d - p o i n t  o f  a  h o r i z o n t a l  c r o s s - p i e c e .  T h e  c r o s s ­
p i e c e  w a s  a  p i e c e  o f l ¼- in c h  t h i n - w a l l e d  b r a s s  tu b in g  w h ic h  w a s  
c a p p e d  a t  b o th  e n d s .  T h e  l e n g th  o f  th e  c r o s s - p i e c e  w a s  s l i g h t ly  
l e s s  t h a n  th e  w id th  o f  th e  s o u r c e .  O u t l e t  p o r t s  w e r e  m a d e  in  e a c h  
m a n i f o ld  b y  d r i l l i n g  a  s in g l e  l in e  o f  h o l e s  a lo n g  th e  l e n g th  o f  th e
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c r o s s - p i e c e .  T h e  h o le s  w e r e  s p a c e d  1 .2 5  c m  a p a r t  in  th e  m a n i f o ld  
f o r  th e  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e ,  a n d  0 .6 5  c m  a p a r t  in  th e  m a n i f o ld  f o r  
th e  1 2 .5 - c m - w id e  s o u r c e .  T h e  h o l e s  w e r e  a p p r o x i m a t e l y  0 .2 5  c m  
in  d i a m e t e r ;  th e  h o l e s  w e r e  m a d e  s l i g h t ly  l a r g e r  n e a r  th e  c e n t e r  
an d  s m a l l e r  n e a r  th e  e n d s  i n  o r d e r  to  m a k e  th e  t r a c e r  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n  m o r e  n e a r l y  u n i f o r m  a c r o s s  th e  s o u r c e .
F lo w  r a t e s  th r o u g h  t h e s e  m a n i f o ld s  w e r e  th e  s a m e  o r  l e s s  th a n  
th e  f lo w  r a t e s  th r o u g h  th e  m a n i f o l d  in  th e  n a r r o w  1 - c m - w i d e  
s o u r c e .  T h e  c o m b in a t io n  o f t h e s e  f lo w  r a t e s  a n d  m a n i f o ld  p o r t  
s i z e s  p r o d u c e d  j e t s  w h ic h  p e n e t r a t e d  th e  w a t e r  to  g iv e  s u f f i c i e n t  
m ix in g  o v e r  th e  d e p th  b u t  d id  n o t  e x c e s s i v e l y  d i s t u r b  th e  f lo w . T h e  
m a n i f o ld s  w e r e  t i l t e d  s l i g h t ly  to  g iv e  th e  j e t s  a  s m a l l  d o w n s t r e a m  
c o m p o n e n t  o f m o m e n tu m  to  o p p o s e  th e  h y d r a u l i c  r e s i s t a n c e  o f th e  
g u id e  w a l l s  o n  th e  f lo w  b e tw e e n  th e m . T h e  d o w n s t r e a m  e n d s  o f  th e  
g u id e  w a l l s  f o r  b o th  t h e s e  s o u r c e s  w e r e  1 7 .8  m e t e r s  d o w n s t r e a m  
f r o m  th e  s c r e e n  in  th e  i n l e t  b o x .
A lm o s t  a l l  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  1 - c m - ,  12.5 - c m - ,  a n d  2 0 - c m -  
w id e  s o u r c e s  w e r e  c o n d u c te d  w i th  th e  s o u r c e s  o n  th e  c e n t e r  l in e  o f 
th e  f lu m e .  T o  t e s t  th e  a p p l i c a b i l i t y  o f  th e  d a t a  f r o m  th e  e x p e r i m e n t s  
to  p r o b l e m s  in  w h ic h  a n  e f f lu e n t  i s  d i s c h a r g e d  a lo n g  th e  b a n k  o f  a  
s t r e a m ,  a  1 0 - c m - w i d e  s o u r c e  w a s  p l a c e d  a g a i n s t  th e  l e f t  s i d e w a l l  
o f th e  f lu m e .  D a ta  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  t h i s  s o u r c e  w e r e  a n a ly s e d  
a s  i f  th e  w a l l  w e r e  a  l in e  o f  s y m m e t r y  f o r  th e  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e .  
T h e  1 0 - c m - w id e  s o u r c e  w a s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  a  m a n i f o ld  s i m i l a r
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to  t h o s e  u s e d  in  th e  12.5 - c m -  a n d  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e s ,  b u t  u s in g  
o n ly  o n e  g u id e  w a l l ,  w h ic h  w a s  p l a c e d  10 c m  f r o m  th e  s id e w a l l  
o f  th e  f lu m e .
3 . 4 . 2 . 3  W id e  S o u r c e .  T h e  w i d e s t  s o u r c e  u s e d  in  th e  
e x p e r i m e n t s  o c c u p ie d  h a l f  th e  w id th  o f  th e  1 1 0 - c m - w id e  f lu m e .
T h is  s o u r c e  w a s  u s e d  to  s tu d y  m ix in g  o f tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  
o f th e  s a m e  d e p th  a n d  f lo w in g  w i th  th e  s a m e  v e lo c i ty  b u t  h a v in g  
d i f f e r e n t  c o n c e n t r a t i o n s  o r  d e n s i t i e s .  T h is  w id e  s o u r c e ,  s h o w n  
in  F ig .  3 . 7 ,  w a s  m a d e  b y  p a r t i t i o n i n g  th e  f lu m e  a lo n g  p a r t  o f  i t s  
l e n g th  w i th  a  l o n g i t u d in a l  d iv id in g  w a l l  a n d  s p r a y i n g  a  t r a c e r  in to  
o n e  s id e  o f  th e  f lu m e .  B e c a u s e  o f  th e  s y m m e t r y  o f  th e  a p p a r a t u s ,  
o n e  c a n  o b s e r v e  s im u l t a n e o u s l y  in  o n e  e x p e r i m e n t  th e  m ix in g  o f  a  
h e a v y  f lu id  in to  a  l ig h t  o n e ,  a n d  a  l i g h t  f lu id  in to  a  h e a v y  o n e .
T h e  d iv id in g  w a l l  w a s  7 .3  m e t e r s  lo n g  a n d  20 c m  h ig h .  T h e  
u p s t r e a m  e n d  w a s  5 .3  m e t e r s  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  s c r e e n  in  th e  
i n l e t  b o x  o f th e  f lu m e .  T h e  w a l l  w a s  m a d e  f r o m  t h r e e  p i e c e s  o f  1 8 -g a g e  
( 0 .0 4 9 - in c h )  g a lv a n iz e d  s t e e l  s h e e t  w h ic h  w e r e  p u t  e n d  to  e n d . E a c h  
s h e e t  w a s  s t i f f e n e d  b y  b e n d in g  th e  to p  a t  a  r i g h t  a n g le  to  f o r m  a  
n a r r o w  f l a n g e .  T h e  w a l l  w a s  l a t e r a l l y  b r a c e d  e v e r y  60 c m  b y  
w e d g in g  w o o d e n  s t r u t s  b e tw e e n  th e  w a l l  a n d  th e  s i d e s  o f  th e  f lu m e .  
L e a k a g e  u n d e r  th e  w a l l  w a s  p r e v e n t e d  b y  s e a l i n g  th e  c o n ta c t  b e tw e e n  
th e  w a l l  a n d  th e  s m o o th  b o t to m  w i th  ta p e ;  th e  c o n ta c t  b e tw e e n  th e  
w a l l  a n d  th e  r o u g h  l a t h  b o t to m  w a s  s e a l e d  w i th  m a s t i c .
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1 0048
F i g u r e  3 .7  P h o to g r a p h  lo o k in g  d o w n  th e  f lu m e .
T h e  s p l i t t e r  w a l l  f o r  th e  w id e  s o u r c e  
i s  in  th e  c e n te r ,  a n d  th e  m a n i f o ld  i s  o n  
th e  l e f t .
1 0034
F i g u r e  3 .8  T h e  m a n i f o ld  f o r  th e  w id e  s o u r c e .
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T h e  t r a c e r  f lu id  w a s  s p r a y e d  f r o m  a  m a n i f o ld  in to  th e  f lu m e  
o n  th e  l e f t  s id e  ( lo o k in g  d o w n s t r e a m )  o f th e  d iv id in g  w a l l .  T h e  
m a n i f o ld ,  w h ic h  c a n  b e  s e e n  in  F ig .  3 .7  a n d  in  m o r e  d e t a i l  in  F ig .  3 .8 ,  
w a s  l o c a t e d  a p p r o x i m a t e l y  1 m e t e r  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  u p s t r e a m  
e d g e  o f  th e  w a l l .  T h e  t r a c e r  w a s  s p r a y e d  in to  th e  f lu m e  th r o u g h  
f o u r  f a n - s h a p e d ,  g a r d e n  s p r i n k l e r s .  T h e  f lo w  r a t e  th r o u g h  e a c h  
s p r i n k l e r  w a s  r e g u l a t e d  w i th  a  r i g h t  a n g le  g lo b e  v a lv e .
T h e  d i s c h a r g e  f r o m  th e  s p r i n k l e r s  in to  th e  f lu m e  h i n d e r e d  th e  
f r e e  f lo w  o f  w a t e r  d o w n  th e  f lu m e  o n  th e  l e f t  s id e  o f  th e  s p l i t t e r  w a l l .  
E q u a l  f lo w  r a t e s  o n  b o th  s i d e s  o f th e  w a l l  w e r e  o b t a in e d  b y  s l i g h t ly  
h i n d e r i n g  th e  f lo w  o n  th e  r i g h t  s id e  o f  th e  w a l l  a l s o .  F o r  t h i s  p u r p o s e  
a  1 - in c h  b y  3 / 16 - i n c h  g a lv a n iz e d  s t e e l  b a r  w a s  l a i d  f l a t  o n  th e  b o t to m  
a c r o s s  th e  r i g h t  h a l f  o f th e  f lu m e  a t  th e  u p s t r e a m  e n d  o f  th e  d iv id in g  
w a l l .
O n e  c a n  s e e  i n  F ig .  3 . 8  t h a t  th e  d i s c h a r g e  f r o m  th e  s p r i n k l e r s  
c a u s e d  a  m a j o r  d i s t u r b a n c e  to  th e  f lo w . T h is  d i s t u r b a n c e  d e c a y e d  
a n d  th e  v e r t i c a l  v e lo c i ty  p r o f i l e s  b e c a m e  r e - e s t a b l i s h e d  b e f o r e  th e  
f lo w  r e a c h e d  th e  e n d  o f  th e  d iv id in g  w a l l .
3 .5  F L U ID  S A M P L IN G  A P P A R A T U S
W a te r  s a m p l e s  w e r e  t a k e n  f r o m  th e  f lu m e  to  o b ta in  
t r a c e r  d i s t r i b u t i o n s  in  c r o s s - s e c t i o n s  d o w n s t r e a m  f r o m  
th e  s o u r c e .  F o r  t h i s  p u r p o s e  a  s u c t i o n  ty p e  s a m p l in g  s y s t e m  w a s  
c o n s t r u c t e d ,  w h ic h  w a s  c a p a b le  o f s a m p l in g  a t  40 p o in t s  in  a  c r o s s -  
s e c t i o n  s i m u l t a n e o u s l y .  T h is  s y s t e m  c o n s i s t e d  o f  8 r a k e s  o f 5 
s a m p l in g  t u b e s  e a c h ,  a  p r e s s u r e  b o x  to  h o ld  th e  r a c k  o f  40  t e s t
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tu b e s  in  w h ic h  th e  s a m p l e s  w e r e  c o l l e c t e d ,  a  v a c u u m  p u m p  a n d  a  
r e s e r v o i r  to  s u p p ly  s u c t io n ,  a  c o m p r e s s e d  a i r  s o u r c e  to  p u r g e  th e  
s a m p l in g  l i n e s  a n d  to  s to p  th e  s a m p l in g ,  p lu s  c o n t r o l  v a lv e s  an d  
i n t e r c o n n e c t i n g  tu b in g .
E a c h  s a m p l in g  r a k e  ( s e e  F ig .  3 .9  a n d  3 .1 0 )  w a s  m a d e  f r o m  
f iv e  L - s h a p e d  b r a s s  t u b e s  a n d  a  b r a c k e t .  T h e  tu b e s  h a d  a  l / 8 - i n c h  
o u t s id e  d i a m e t e r  an d  a  0 .0 8 5  i n c h  i n s i d e  d i a m e t e r .  T h e  v e r t i c a l  
p o s i t i o n s  o f th e  tu b e s  w e r e  a d j u s t a b l e  in  th e  b r a c k e t s .  T h e  b r a c k e t s  
w e r e  c la m p e d  o n to  a  r e c t a n g u l a r  s t e e l  b a r  w h ic h  w a s  s u s p e n d e d  a c r o s s  
th e  f lu m e  f r o m  th e  i n s t r u m e n t  c a r r i a g e .  T h e  l a t e r a l  p o s i t i o n s  o f th e  
r a k e s  c o u ld  b e  c h a n g e d  b y  s l i d in g  th e m  a lo n g  th e  b a r ,  a n d  th e y  c o u ld  
b e  r i g i d l y  c la m p e d  to  th e  b a r  w i th  a  th u m b  s c r e w .  T h e  l a t e r a l  
c o o r d i n a t e s  o f  th e  r a k e s  w e r e  r e a d  to  th e  n e a r e s t  0 .1  c m  o n  a  s c a l e  
w h ic h  w a s  c e m e n te d  to  th e  to p  s u r f a c e  o f th e  b a r  a n d  a l s o  o n  a  s c a l e  
w h ic h  w a s  l a i d  o n  th e  b o t to m  o f  th e  f l u m e  a t  th e  t i p s  o f th e  s a m p l in g  
t u b e s .
T h e  w a t e r  s a m p l e s  w e r e  c o l l e c t e d  in  40 t e s t  t u b e s  c o n ta in e d  
in  a  p r e s s u r e  b o x  w h ic h  w a s  m o u n te d  o n  to p  o f  th e  i n s t r u m e n t  
c a r r i a g e  ( s e e  F ig .  3 .1 0 ) .  T h e  t e s t  t u b e s  c o n ta in e d  a p p r o x i m a t e l y  
3 5 m l s a m p l e s  e a c h  w h e n  f i l l e d .  T h e  p r e s s u r e  b o x  w a s  f a b r i c a t e d  
w i th  a  s t e e l  b o t to m  a n d  s i d e s  b u t  w i th  a  t r a n s p a r e n t  p l a s t i c  to p  so  
t h a t  o n e  c o u ld  s e e  w h e n  th e  t e s t  t u b e s  w e r e  f u l l .  N ip p le s  m a d e  f r o m  
s h o r t  p i e c e s  o f l / 8 - i n c h  b r a s s  tu b in g  p e n e t r a t e d  th e  p l a s t i c  to p  a b o v e  
e a c h  t e s t  tu b e .  L e n g th s  o f  t r a n s p a r e n t  v in y l  tu b in g  c o n n e c te d  th e  
n ip p le s  to  th e  s a m p l in g  t u b e s .
-3
7
-
1 0041
F i g u r e  3 .9  A  f lu id  s a m p l in g  r a k e .
1 0046
F i g u r e  3 .1 0  T h e  p r e s s u r e  b o x  a n d  s a m p l in g  r a k e s  
o n  th e  i n s t r u m e n t  c a r r i a g e .
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T h e  p r e s s u r e  i n s i d e  th e  b o x  c o u ld  b e  m a d e  p o s i t i v e  o r  n e g a t iv e  
a s  c o n t r o l l e d  w i th  a  t h r e e - p o r t  v a lv e  m o u n te d  on  th e  b o x . C o m p r e s s e d  
a i r  a t  1 .5  a t m o s p h e r e s  w a s  s u p p l i e d  th r o u g h  a  p r e s s u r e  r e g u l a t o r  
f r o m  a  c e n t r a l  c o m p r e s s e d  a i r  s o u r c e  in  th e  l a b o r a t o r y .  S u c t io n  
u p  to  o n e  a tm o s p h e r e  w a s  s u p p l i e d  f r o m  a  1 3 - l i t e r  r e s e r v o i r  w h ic h  
w a s  e v a c u a t e d  c o n t in u o u s ly  w i th  a  v a c u u m  p u m p . A n e e d le  v a lv e  
w a s  u s e d  to  c o n t r o l  th e  r a t e  a t  w h ic h  a i r  w a s  s u c k e d  o u t  o f th e  b o x . 
W h e n  th e  p r e s s u r e  in  th e  b o x  w a s  n e g a t i v e ,  w a t e r  f lo w e d  in to  th e  
s a m p l in g  tu b e s  a n d  d i s c h a r g e d  in to  th e  t e s t  t u b e s .  W h e n  th e  p r e s s u r e  
w a s  p o s i t iv e ,  th e  w a t e r  in  th e  s a m p l in g  l i n e s  w a s  f o r c e d  b a c k  in to  
th e  f lu m e .  T h e  l e n g th s  o f  tu b in g  u s e d  in  e a c h  o f th e  s a m p l in g  l i n e s  
w e r e  i d e n t i c a l  so  t h a t  th e  f lo w  r a t e  th r o u g h  e a c h  s a m p l in g  l in e  w a s  
th e  s a m e .
3 .6  S A M P L E  A N A L Y S IS
3 . 6 . 1  D e s c r i p t i o n  o f  th e  T e c h n iq u e .  T h e  N a C l  c o n c e n t r a t i o n s  
in  w a t e r  s a m p l e s  w e r e  d e t e r m i n e d  b y  m e a s u r i n g  th e  s p e c i f i c  
r e s i s t a n c e s  a n d  t e m p e r a t u r e s  o f  th e  s a m p l e s ,  an d  th e n  c a lc u l a t i n g  
th e  c o n c e n t r a t i o n s  u s in g  p u b l i s h e d  d a t a  w h ic h  r e l a t e s  th e  s p e c i f i c  
r e s i s t a n c e  to  N a C l c o n c e n t r a t i o n  a n d  t e m p e r a t u r e .  T h i s  c o n c e n t ­
r a t i o n  w a s  u s e d  to  c a l c u l a t e  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  a p p r o p r i a t e l y  
n o r m a l i z e d  w i th  r e s p e c t  to  th e  c o n c e n t r a t i o n  o f  th e  t r a c e r  f lu id  in  
th e  m ix in g  t a n k .  T h e  a c c u r a c y  o f t h i s  m e th o d  i s  d i s c u s s e d  in  
S u b s e c t io n  3 . 6 . 2 .
- 3 9 -
T h e  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e  o f  e a c h  s a m p l e  w a s  m e a s u r e d  w i th  a n  
e l e c t r o n i c  b r i d g e  (M o d e l R C  16) a n d  p i p e t t e  c e l l  (C E L  G 1) b o th  
m a n u f a c t u r e d  b y  I n d u s t r i a l  I n s t r u m e n t s ,  I n c .  B e c a u s e  th e  s p e c i f i c  
r e s i s t a n c e  o f a  s o lu t i o n  i s  a  f u n c t io n  o f t e m p e r a t u r e ,  th e  s a m p l e s  
w e r e  p u t  in to  a  c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  b a th  p r i o r  to  a n a l y s i s .  A ll 
s a m p l e s  f r o m  a n y  o n e  e x p e r i m e n t  w e r e  a n a ly z e d  w i th in  0.1 °C  o f  
s o m e  a r b i t r a r y  r e f e r e n c e  t e m p e r a t u r e ,  w h ic h  w a s  u s u a l l y  c lo s e  
to  th e  r o o m  t e m p e r a t u r e ,  2 1 ° C . T h e  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e  o f  a  
s a m p le  a t  1 8 °C  w a s  c a l c u l a t e d  f r o m  th e  m e a s u r e d  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e  
a n d  t e m p e r a t u r e  b y  u s in g  th e  f o r m u l a
( 3 .1 )
w h e r e  R 18°  a n d  R T °  a r e  th e  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e s  a t  18° a n d  T ° C , 
r e s p e c t i v e l y .  T h e  t e m p e r a t u r e  c o e f f i c i e n t  0 . 0 2 0 / ° C  i s  a n  a v e r a g e  
v a lu e  f o r  N a C l s o lu t i o n s  b e tw e e n  18° a n d  2 5 ° C . T a b le  3 . 1 ,  a  t a b l e  
o f N a C l c o n c e n t r a t i o n s  a n d  t h e i r  l o g a r i t h m s  a s  a  f u n c t io n  o f s p e c i f i c  
r e s i s t a n c e s  a t  1 8 °C  a n d  t h e i r  l o g a r i t h m s ,  w a s  p r e p a r e d  f r o m  d a ta  
in  R e f .  2 7 , V o l . 6 , p 2 3 3 . T h e  N a C l  c o n c e n t r a t i o n s  o f th e  s a m p l e s  
w e r e  c a l c u l a t e d  b y  u s in g  l i n e a r  i n t e r p o l a t i o n  in  th e  l o g a r i t h m i c  
c o lu m n s  o f  th i s  t a b l e .  T h is  i n t e r p o l a t i o n  s c h e m e  w a s  u s e d  b e c a u s e  
i t  i s  m o r e  a c c u r a t e  t h a n  l i n e a r  i n t e r p o l a t i o n  in  th e  a r i t h m e t i c  
c o lu m n s  a n d  i s  m o r e  c o n v e n ie n t  th a n  u s in g  h i g h e r  o r d e r  s c h e m e s .
W h e n  u s in g  T a b le  3 .1  i t  i s  n e c e s s a r y  to  a s s u m e  th a t  N a C l 
i s  th e  o n ly  m a t e r i a l  p r e s e n t  in  a  w a t e r  s a m p l e  w h ic h  a f f e c t s  i t s  
s p e c i f i c  r e s i s t a n c e .  B e c a u s e  ta p  w a t e r  c o n ta in in g  o t h e r  d i s s o l v e d
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T a b le  3 .1  S p e c i f ic  r e s i s t a n c e  a t  1 8 °C  a s  a  
f u n c t io n  o f N a C l c o n c e n t r a t i o n .
T a b le  3 . 2  D a ta  f r o m  t e s t s  to  c h e c k  a c c u r a c y  o f  t e c h n iq u e  f o r  
d e t e r m i n i n g  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n s .
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s a l t s  w a s  u s e d  in  a l l  e x p e r i m e n t s ,  a n d  b e c a u s e  d y e  a n d  m e th y l  
a lc o h o l  w e r e  s o m e t i m e s  a d d e d  to  th e  t r a c e r  f lu id s ,  th e  a s s u m p t io n  
i s  n o t  t r u e .  H o w e v e r ,  th e  d a t a  g iv e n  in  S u b s e c t io n  3 . 6 . 2  s h o w  th a t  
th e  e r r o r s  i n t r o d u c e d  in to  t h i s  s tu d y  b y  th e  u s e  o f  T a b le  3 .1  a r e  
s m a l l .
F o r  th e  p u r p o s e  o f  t h i s  s tu d y , o n ly  th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n s  
o f  t r a c e r  in  th e  s a m p l e s  w e r e  r e q u i r e d ;  a b s o lu t e  N a C l  c o n c e n t r a t i o n s  
w e r e  n o t  n e e d e d .  T h e  s c a l e  f o r  th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  w a s  
u s u a l l y  c h o s e n  s o  t h a t  th e  c o n c e n t r a t i o n  o f  th e  a m b i e n t  f lu id  w a s  
z e r o  a n d  th e  c o n c e n t r a t i o n  o f  th e  t r a c e r  f lu id  in  th e  m ix in g  ta n k  
w a s  u n i ty .  T h e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n ,  C , o f a  s a m p l e  w a s  d e f in e d  
b y  th e  e x p r e s s i o n
( 3 .2 )
w h e r e  c , ca a n d  ct a r e  th e  a p p a r e n t  N a C l  c o n c e n t r a t i o n s  o f  th e  
f lu id  s a m p l e ,  th e  a m b i e n t  f lu id ,  an d  th e  t r a c e r  f lu id  i n  th e  m ix in g  ta n k .  
In  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s ,  C w a s  r e d e f in e d  
so  t h a t  i t  e q u a l l e d  u n i ty  f o r  o n e  s t r e a m  a n d  z e r o  f o r  th e  o t h e r .
B o th  c a n d  c w e r e  o b ta in e d  b y  m e a s u r i n g  th e  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e s  
o f  th e  s o lu t io n s  a n d  th e n  u s in g  T a b le  3 .1 ;  h o w e v e r ,  c t  w a s  d e t e r m i n e d  
f r o m  th e  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e  o f  a  d i lu t e d  t r a c e r  s o lu t io n  f o r  r e a s o n s  
g iv e n  b e lo w .
B e c a u s e  th e  N a C l  c o n c e n t r a t i o n s  in  th e  t r a c e r  f lu id s  w e r e  
r e l a t i v e l y  h ig h ,  t h e i r  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e s  w e r e  lo w  a n d  w e r e  d i f f i c u l t  
to  m e a s u r e  a c c u r a t e l y  w i th  th e  b r i d g e  a n d  c e l l  t h a t  w e r e  u s e d .
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A l so  th e  c o n c e n t r a t i o n s  o f  m e t h y l  a lc o h o l  i n  th e  n e u t r a l l y  b u o y a n t  
t r a c e r  f lu id s  h a d  m e a s u r a b l e  e f f e c t s  o n  th e  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e s  
o f t h e s e  f l u i d s .  T h e r e f o r e ,  t r a c e r  f lu id s  w e r e  d i lu te d  a b o u t  20 o r  
50 to  1 to  r a i s e  t h e i r  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e s  to  a c c e p t a b l e  l e v e l s  
a n d  to  m i n i m i z e  th e  e f f e c t s  o f  m e t h y l  a lc o h o l .  T h e  s p e c i f i c  
r e s i s t a n c e s  o f  th e  d i lu t e d  t r a c e r  f lu id  a n d  th e  d i lu t in g  f lu id  w e r e  
m e a s u r e d ,  a n d  t h e i r  N a C l  c o n c e n t r a t i o n s  w e r e  o b ta in e d  f r o m  T a b le  3 .1 .  
T h e  N a C l c o n c e n t r a t i o n  o f th e  t r a c e r  f lu id ,  c t , w a s  c a l c u l a t e d  w i th  
th e  f o r m u l a
( 3 .3 )
w h e r e  cd t a n d  c d a r e  th e  N a C l  c o n c e n t r a t i o n s  o f  th e  d i lu t e d  t r a c e r  
f lu id  a n d  th e  d i lu t in g  f lu id ,  a n d  D i s  th e  d i lu t io n  r a t i o  d e f in e d  a s  
th e  v o lu m e  of th e  d i lu te d  t r a c e r  f lu id  d iv id e d  b y  th e  v o lu m e  o f  th e  
t r a c e r  f lu id .  T h e  c o n c e n t r a t i o n  c t  g iv e n  b y  E q . 3 .3  w a s  u s e d  in  
E q . 3 .2  to  c a l c u l a t e  th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n ,  C.
3 . 6 . 2  A c c u r a c y  o f  th e  T e c h n iq u e .  T h e  a c c u r a c y  o f  th e  a b o v e  
t e c h n iq u e  f o r  d e t e r m i n i n g  C , th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n ,  w a s  t e s t e d  
f o r  s e v e r a l  d i f f e r e n t  t r a c e r s .  T h e  t e s t s  s h o w e d  th a t  th e  a c c u r a c y  
o f  th e  t e c h n iq u e  w a s  b e t t e r  th a n  2 p e r c e n t  o f  th e  p e a k  c o n c e n t r a t i o n  
(C  = 0 .0 3 )  t y p i c a l l y  o b s e r v e d  in  a  c r o s s - s e c t i o n .  T h e  r e s u l t s  o f 
tw o  o f  t h e s e  t e s t s  a r e  g iv e n  in  T a b le  3 .2 .
In  e a c h  t e s t  k n o w n  d i lu t i o n s  o f  a  t r a c e r  w e r e  p r e p a r e d .  T h e  
s p e c i f i c  r e s i s t a n c e  o f  e a c h  d i lu t io n  w a s  m e a s u r e d ,  a n d  C w a s  
c a l c u l a t e d  a c c o r d in g  to  th e  p r o c e d u r e  g iv e n  in  th e  p r e c e d i n g  s e c t i o n .
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T r a c e r  A  w a s  a  t y p i c a l  n e u t r a l l y  b u o y a n t  t r a c e r  f lu id  m a d e  b y  a d d in g  
s a l t ,  a lc o h o l ,  a n d  d y e  to  w a t e r  t a k e n  f r o m  th e  f lu m e .  T r a c e r  B 
w a s  a  d e n s e  t r a c e r  f lu id  m a d e  b y  a d d in g  o n ly  s a l t  to  w a t e r .  T h e  
a c c u r a c y  w a s  g o o d  o v e r  m o s t  o f th e  r a n g e  0 < C < 0 .1  f o r  b o th  o f 
t h e s e  t r a c e r s .  T h e  a p p a r e n t  e r r o r  a t  C = 0 .0 0 1 0  f o r  t r a c e r  A i s  
d u e  to  th e  p o o r  r e s o l u t i o n  o f  th e  d i f f e r e n c e  c - ca in  E q . 3 . 2 .  T h e  
a c c u r a c y  a t  C = 1 f o r  t r a c e r  A  w a s  p o o r  b e c a u s e  o f  th e  e f f e c t  o f 
a l c o h o l  o n  th e  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e  o f th e  f lu id .  T h e  a c c u r a c y  w a s  
g o o d  o v e r  th e  e n t i r e  r a n g e  o f  C f o r  t r a c e r  B b e c a u s e  th e  h i g h e r  s a l t  
c o n c e n t r a t i o n s  g a v e  b e t t e r  r e s o l u t i o n s  a t  th e  l o w e r  v a lu e s  o f  C a n d  
b e c a u s e  t h e r e  w a s  no  a lc o h o l  i n  th e  t r a c e r  f lu id  to  c a u s e  e r r o r s  
a t  th e  h ig h  v a lu e s  o f  C.
A d d i t io n a l  t e s t s  w e r e  m a d e  to  d e t e r m i n e  m o r e  s p e c i f i c a l l y  
th e  e f f e c t s  o f a lc o h o l  a n d  d y e  o n  th e  s p e c i f i c  r e s i s t a n c e s  o f  th e  
s o lu t i o n s .  T h e  t e s t s  s h o w e d  t h a t  th e  e f f e c t s  w e r e  n o t  i m p o r t a n t  
a t  th e  c o n c e n t r a t i o n s  fo u n d  i n  s a m p l e s  t a k e n  d u r in g  e x p e r i m e n t s .
3 . 7  M E A S U R E M E N T S  O F  F L U ID  D E N S IT Y
T h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  th e  d e n s i t y  o f th e  t r a c e r  f lu id  d i s ­
c h a r g e d  f r o m  th e  s o u r c e ,  ρ1 , a n d  th e  d e n s i t y  o f  th e  a m b ie n t  f lu id  
i n  th e  f l u m e ,  ρa , w a s  o b t a in e d  f r o m  m e a s u r e m e n t s  o f  th e  s p e c i f i c  
g r a v i t i e s  o f th e  t r a c e r  f lu id  i n  th e  m ix in g  t a n k  a n d  th e  a m b ie n t  
f lu id  in  th e  f l u m e .  T h e  d e n s i t i e s  i n  g m / c m 3 w e r e  a s s u m e d  to  e q u a l  
th e  s p e c i f i c  g r a v i t i e s .  T h e  s p e c i f i c  g r a v i t i e s  o f f lu id s  w i th  d e n s i t i e s  
b e tw e e n  0 .9 9 3  g m / c m 3 a n d  1 .0 3 8  g m / c m 3 w e r e  m e a s u r e d  w i th  a
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h y d r o m e t e r  g r a d u a t e d  in  i n c r e m e n t s  o f 0 .0 0 1  a n d  w h ic h  c o u ld  b e  
r e a d  to  th e  n e a r e s t  0 .0 0 0 2 .  F l u id s  w i th  d e n s i t i e s  o u t s i d e  t h i s  r a n g e  
w e r e  e i t h e r  d i lu te d  w i th  w a t e r  f r o m  th e  f lu m e  to  m a k e  t h e i r  d e n s i t i e s  
f a l l  w i th in  t h i s  r a n g e  o r  t h e i r  s p e c i f i c  g r a v i t i e s  w e r e  m e a s u r e d  w i th  
a  h y d r o m e t e r  w i th  a  w i d e r  r a n g e  b u t  w h ic h  w a s  g r a d u a t e d  in  i n c r e ­
m e n t s  o f  0 .0 0 5  a n d  w h ic h  c o u ld  b e  r e a d  o n ly  to  th e  n e a r e s t  0 .0 0 1 .
T h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  th e  d e n s i t i e s  o f  th e  f lu id  in  th e  m ix in g  t a n k ,  
ρt , a n d  th e  d e n s i t y  o f th e  a m b i e n t  f lu id  c o u ld  a lw a y s  b e  d e t e r m i n e d  
w i th  an  a c c u r a c y  o f b e t t e r  th a n  tw o  p e r c e n t  o f  th e  d i f f e r e n c e .
In  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  n a r r o w  1 - c m - w i d e  s o u r c e ,  f lu id  
f r o m  th e  m ix in g  ta n k  w a s  d i s c h a r g e d  u n d i lu t e d  f r o m  th e  s o u r c e .
T h e r e f o r e ,  in  t h e s e  e x p e r i m e n t s  th e  d i f f e r e n c e  Δρ = ρ1 -  ρa w a s
e q u a l  to  ρt - ρa .
In  e x p e r i m e n t s  w i th  w i d e r  s o u r c e s ,  th e  t r a c e r  f lu id s  f r o m  th e  
m ix in g  ta n k  w e r e  d i lu t e d  b e tw e e n  th e  g u id e  w a l l s  o f th e  s o u r c e s ; 
a s  a  r e s u l t ,  th e  d i f f e r e n c e s ,  Δρ, u s u a l l y  w e r e  to o  s m a l l  to  b e  d e t e r ­
m in e d  a c c u r a t e l y  b y  m e a s u r i n g  w i th  a  h y d r o m e t e r  th e  s p e c i f i c  
g r a v i t i e s  o f  th e  a m b i e n t  f lu id s  a n d  th e  d i lu t e d  t r a c e r  f lu id s  w h ic h  
w e r e  d i s c h a r g e d  f r o m  th e  s o u r c e s .  T h e r e f o r e ,  Δρ w a s  c a l c u l a t e d  
f r o m  th e  d e n s i t i e s  o f th e  u n d i lu t e d  f lu id  in  th e  m ix in g  t a n k ,  pt , an d
th e  d e n s i t y  o f  th e  a m b ie n t  f lu id ,  ρa ; f r o m  th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n ,
C , o f th e  f lu id  d i s c h a r g e d  f r o m  th e  s o u r c e ;  a n d  b y  u s in g  a  g r a p h  o f 
th e  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t i e s  b e tw e e n  s a l t  w a t e r  a n d  f r e s h  w a t e r  a s  a  
f u n c t io n  o f s a l t  c o n c e n t r a t i o n .  T h e  g r a p h  w a s  p r e p a r e d  f r o m  d a ta
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in  R e f . 28 p .  1909 . T h is  g r a p h  w a s  a l s o  u s e d  to  d e t e r m i n e  ρ t f r o m  
m e a s u r e m e n t s  o f  th e  s p e c i f i c  g r a v i t y  o f  d i lu t e d  t r a c e r  f l u i d s .  T o 
c a l c u l a t e  Δρ f o r  t h e s e  e x p e r i m e n t s ,  a  c o n c e n t r a t i o n  c o r r e s p o n d i n g  
to  a  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  o f ρt - ρa w a s  o b ta in e d  f r o m  th e  g r a p h .  T h is  
c o n c e n t r a t i o n  w a s  m u l t i p l i e d  b y  th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f  th e  
f lu id  d i s c h a r g e d  f r o m  th e  s o u r c e .  T h e  q u a n t i ty  Δρ w a s  th e n  r e a d  
f r o m  th e  g r a p h  a s  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  c o r r e s p o n d i n g  to  a  c o n c e n t ­
r a t i o n  e q u a l  to  th e  a b o v e  p r o d u c t .  T h e  a c c u r a c y  o f  Δρ d e t e r m i n e d  
b y  th i s  m e th o d  i s  b e l i e v e d  to  b e  b e t t e r  t h a n  4 p e r c e n t .
3 . 8  E X P E R I M E N T A L  P R O C E D U R E S
3 . 8 . 1  P r e p a r a t i o n .  In  p r e p a r a t i o n  f o r  a n  e x p e r i m e n t ,  u n i f o r m  
f lo w  w a s  e s t a b l i s h e d  in  th e  f lu m e ,  a n d  th e  t r a c e r  f lu id  w a s  p r e p a r e d  
in  th e  m ix in g  t a n k .  U n i f o r m  f lo w  w a s  e s t a b l i s h e d  i n  th e  f lu m e  
b y  a d ju s t i n g  th e  s p e e d  o f th e  m a i n  p u m p  to  g iv e  th e  d e s i r e d  f lo w  r a t e  
in  th e  f l u m e ,  b y  s e t t i n g  th e  s lo p e  o f  th e  f lu m e  to  th e  p r o p e r  g r a d e  
f o r  t h a t  d i s c h a r g e  a n d  th e  d e s i r e d  n o r m a l  d e p th ,  a n d  b y  a d j u s t i n g  
th e  e l e v a t i o n  o f  th e  w e i r  a t  th e  d o w n s t r e a m  e n d  o f  th e  f lu m e  u n t i l  
n o r m a l  d e p th  e x i s t e d  a  f e w  m e t e r s  u p s t r e a m  f r o m  th e  w e i r .
B e c a u s e  th e  f lo w  w a s  s u b c r i t i c a l ,  u n i f o r m  f lo w  a t  n o r m a l  d e p th  
e x i s t e d  u p s t r e a m  f r o m  t h i s  p o in t .  T h e  t r a c e r - f l u i d  p u m p  w a s  u s e d  
to  p u m p  w a t e r  f r o m  th e  1 6 - in c h  p ip e  to  th e  s o u r c e  w h i l e  u n i f o r m  
f lo w  w a s  b e in g  e s t a b l i s h e d .
T h e  p r o p e r  s lo p e  f o r  u n i f o r m  f lo w  a t  a  p a r t i c u l a r  d i s c h a r g e  
a n d  d e p th  w a s  d e t e r m i n e d  b y  t r i a l  a n d  e r r o r  in  p r e v i o u s  e x p e r i m e n t s .
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P e r i o d i c  c h e c k s  s h o w e d  th a t  t h i s  s lo p e  d id  n o t  v a r y  w i th  t i m e ,  n o r  
w a s  i t  a  f u n c t io n  o f th e  ty p e  o f  s o u r c e ,  i f  a n y , in  th e  f lu m e .  L o s s e s  
c a u s e d  b y  f lo w  a r o u n d  th e  s a m p l in g  tu b e s  d id  n o t  m e a s u r a b l y  a f f e c t  
th e  w a t e r  d e p th .
T h e  t r a c e r  w a s  p r e p a r e d  b y  f i r s t  f i l l i n g  th e  m ix in g  t a n k  w i th  
w a t e r  to  th e  l e v e l  o f  o n e  o f  s e v e r a l  r e f e r e n c e  m a r k s  o n  th e  w a l l  
o f th e  t a n k .  A  m e a s u r e d  a m o u n t  o f  s a l t  a n d  a lc o h o l  ( if  a n y )  w e r e  
a d d e d  to  th e  w a t e r ,  a n d  th e  s o lu t io n  w a s  m ix e d  t h o r o u g h ly .  S o m e ­
t i m e s  d y e  w a s  a d d e d  a l s o .  T h e  s p e c i f i c  g r a v i t i e s  o f w a t e r  s a m p l e s  
t a k e n  f r o m  th e  f lu m e  a n d  f r o m  th e  m ix in g  ta n k  w e r e  m e a s u r e d .  If  
th e  t r a c e r  f lu id  w a s  s u p p o s e d  to  b e  n e u t r a l l y  b u o y a n t ,  a  s m a l l  
s a m p l e  o f d y e d  t r a c e r  f lu id  w a s  p u t  in to  a  b e a k e r  o f  q u i e s c e n t  w a t e r  
t a k e n  f r o m  th e  f lu m e .  T h e  m o t io n  o f  th e  d y e d  t r a c e r  f lu id  w a s  
o b s e r v e d  to  a s s u r e  t h a t  th e  tw o  f lu id s  w e r e  th e  s a m e  d e n s i t y .
T h e  t e m p e r a t u r e  o f th e  w a t e r  in  th e  f lu m e  a n d  th e  t r a c e r
f lu id  in  th e  m ix in g  t a n k  w e r e  m e a s u r e d  i n  p l a c e .  In  th e  m a j o r i t y
o f  th e  e x p e r i m e n t s  th e  t e m p e r a t u r e  o f  th e  w a t e r  in  th e  f lu m e  w a s
w i th in  1 °C  o f 2 0 .5 ° C , a n d  th e  t e m p e r a t u r e  o f  th e  w a t e r  in  th e
m ix in g  ta n k  s e ld o m  d i f f e r e d  f r o m  th e  t e m p e r a t u r e  o f  th e  w a t e r
in  th e  f lu m e  b y  m o r e  th a n  1° C.
3 . 8 . 2  P o s i t i o n i n g  th e  S a m p l in g  T u b e s .  T h e  v e r t i c a l  p o s i t i o n s  
o f th e  s a m p l in g  t u b e s  i n  th e  s a m p l in g  r a k e s  w e r e  s e t  b e f o r e  th e  
s t a r t  o f  a n  e x p e r i m e n t .  T h e  v e r t i c a l  c o o r d i n a t e s  o f  r e s p e c t i v e  
t u b e s  in  a l l  r a k e s  w e r e  th e  s a m e  a n d  w e r e  n o t  c h a n g e d  d u r in g  
a n  e x p e r i m e n t .  T h e  s a m p l in g  tu b e s  i n  a  r a k e  w e r e  s p a c e d  c l o s e r
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t o g e t h e r  in  th e  r e g i o n  w h e r e  v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t s  w e r e  
th e  l a r g e s t .  In  e x p e r i m e n t s  w i th  d e n s e  t r a c e r s  th e  s a m p l in g  tu b e s  
w e r e  s p a c e d  c l o s e r  t o g e t h e r  n e a r  th e  b o t to m  o f  th e  f lu m e .  F o r  
c o n v e n ie n c e  a n d  c o n s i s t e n c y  t h i s  s a m e  s p a c in g  w a s  u s e d  in  e x p e r i ­
m e n t s  w i th  n e u t r a l l y  b u o y a n t  t r a c e r s .  In  th e  tw o  e x p e r i m e n t s  w i th  
a  l ig h t  t r a c e r  f lu id  th e  t u b e s  w e r e  s p a c e d  c l o s e r  t o g e t h e r  n e a r  th e  
s u r f a c e .
T h e  l a t e r a l  s p a c in g  o f th e  s a m p l in g  r a k e s  in  a  c r o s s - s e c t i o n  
d e p e n d e d  o n  th e  w id th  o f  th e  t r a c e r  p lu m e  in  e a c h  c r o s s - s e c t i o n .
In  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  s o u r c e s  o f n a r r o w  a n d  i n t e r m e d i a t e  
w i d t h ,  th e  r a k e s  w e r e  s p a c e d  a p p r o x i m a t e l y  u n i f o r m l y  a c r o s s  t h a t  
p a r t  o f th e  c r o s s - s e c t i o n  o c c u p ie d  b y  th e  t r a c e r  p lu m e .  In  th e  
e x p e r i m e n t s  w i th  th e  w id e  s o u r c e ,  th e  r a k e s  w e r e  d i s t r i b u t e d  a c r o s s  
th e  m ix e d  z o n e  b e tw e e n  th e  tw o  f lu id  m a s s e s .  T h e  w id th  o f  th e  
t r a c e r  p lu m e  o r  m ix e d  z o n e  w a s  e s t i m a t e d  i n  a d v a n c e  f r o m  th e  
w id th s  a t  o t h e r  c r o s s - s e c t i o n s  d u r in g  th e  s a m e  e x p e r i m e n t  o r  f r o m  
d a t a  f r o m  p r e v i o u s  e x p e r i m e n t s .  W id th s  e s t i m a t e d  b y  v i s u a l l y  
o b s e r v i n g  a  d y e d  t r a c e r  p lu m e  w e r e  u s u a l l y  to o  n a r r o w .
3 . 8 . 3  T a k in g  th e  S a m p le s .  W h e n  th e  a b o v e  p r e p a r a t i o n s  w e r e  
c o m p le te  a n d  th e  s a m p l in g  t u b e s  w e r e  d i s t r i b u t e d  a c r o s s  th e  d e s i r e d  
c r o s s - s e c t i o n ,  t r a c e r  f lu id  w a s  p u m p e d  f r o m  th e  m ix in g  t a n k  th r o u g h  
th e  s o u r c e  in to  th e  f lu m e .  A f t e r  a b o u t  o n e  m in u t e ,  w h ic h  w a s  
r e q u i r e d  f o r  th e  t r a c e r  d i s t r i b u t i o n  i n  th e  f lu m e  to  r e a c h  a  s t e a d y  
s t a t e ,  th e  p r e s s u r e  b o x  c o n ta in in g  th e  t e s t  t u b e s  f o r  th e  w a t e r  s a m p l e s  
w a s  p u t  u n d e r  p o s i t i v e  p r e s s u r e  to  b lo w  o u t  th e  w a t e r  p r e s e n t  in
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th e  s a m p l e  l i n e s .  N e x t ,  th e  b o x  w a s  p u t  u n d e r  v a c u u m  a n d  w a t e r  
f r o m  th e  f lu m e  w a s  d r a w n  u p  in to  th e  l i n e s .  J u s t  b e f o r e  th e  w a t e r  
w a s  a b o u t  to  b e  d i s c h a r g e d  in to  th e  t e s t  t u b e s ,  th e  b o x  w a s  a g a in  
p u t  u n d e r  p o s i t i v e  p r e s s u r e  to  p u r g e  th e  l i n e s .  T o  a s s u r e  t h a t  
th e  s a m p l e s  to  b e  t a k e n  w o u ld  n o t  b e  c o n ta m in a t e d ,  th e  s a m p l in g  
l i n e s  w e r e  f i l l e d  a n d  p u r g e d  a t  l e a s t  t h r e e  t i m e s  b e f o r e  w a t e r  w a s  
a l lo w e d  to  f lo w  in to  th e  t e s t  t u b e s .  T h e  r a t e  a t  w h ic h  a i r  w a s  r e m o v e d  
f r o m  th e  p r e s s u r e  b o x  w a s  r e g u l a t e d  so  t h a t  w a t e r  e n t e r e d  th e  
s a m p l in g  tu b e s  a t  a  v e lo c i ty  e q u a l  to  o r  l e s s  t h a n  th e  f r e e  s t r e a m  
v e lo c i ty .  A b o u t  20 s e c o n d s  w e r e  r e q u i r e d  to  f i l l  th e  t e s t  t u b e s .  W h e n  
th e  t e s t  t u b e s  w e r e  f u l l ,  th e  b o x  w a s  p u t  u n d e r  p o s i t i v e  p r e s s u r e  to  
s to p  th e  s a m p l in g  a n d  th e  t r a c e r - f l u i d  p u m p  w a s  s h u t  o f f . T h e  t e s t  
t u b e s  w e r e  t h e n  t a k e n  o u t  o f th e  p r e s s u r e  b o x  a n d  a n  e m p ty  s e t  w a s  
p u t  in .  N e x t ,  th e  c a r r i a g e  w a s  m o v e d  to  a  d i f f e r e n t  c r o s s - s e c t i o n ,  
th e  s a m p l in g  r a k e s  w e r e  r e d i s t r i b u t e d  a c r o s s  th e  w id th ,  a n d  th e  
s a m p l in g  p r o c e d u r e  w a s  r e p e a t e d .
E v e r y  t im e  s a m p l e s  w e r e  t a k e n  f r o m  th e  f lu m e  to  d e t e r m i n e  
th e  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n  in  a  c r o s s - s e c t i o n ,  a  100 m l  s a m p l e  
w a s  s ip h o n e d  f r o m  th e  f lu m e  u p s t r e a m  f r o m  th e  s o u r c e  to  d e f in e  
th e  t r a c e r  c o n c e n t r a t i o n  o f th e  a m b i e n t  f lu id .  C h a n g e s  in  c o n c e n t ­
r a t i o n  o f  th e  a m b i e n t  f lu id  d u r in g  th e  20 s e c o n d s  r e q u i r e d  to  ta k e  
th e  s a m p l e s  w e r e  to o  s m a l l  to  b e  d e t e c t e d .
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3 .9  E X P E R IM E N T S  W IT H  F L O A T IN G  P A R T I C L E S
3 . 9 . 1  A p p a r a t u s .  T h e  a d d i t i o n a l  m a t e r i a l  a n d  e q u ip m e n t  n e e d e d  
to  s tu d y  th e  l a t e r a l  d i f f u s io n  o f  f l o a t in g  p a r t i c l e s  w e r e :  th e  p a r t i c l e s ,  
a  d e v ic e  f o r  p u t t in g  th e m  in to  th e  f lu m e ,  a n d  a  d e v ic e  f o r  d e t e r m i n i n g  
t h e i r  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  a t  l o c a t i o n s  d o w n s t r e a m .
T h e  e x p e r i m e n t s  w e r e  m a d e  w i th  p o ly e th y le n e  p a r t i c l e s  w h ic h  
h a d  a  s p e c i f i c  g r a v i t y  o f  0 .9 5 ;  a  s a m p l e  i s  s h o w n  in  F ig .  3 .1 1 .
A l l  p a r t i c l e s  p a s s e d  t h r o u g h  a  N o . 5 s i e v e  (0.3 9 6 - c m - d ia m .) a n d  
w e r e  r e t a i n e d  o n  a  N o . 6 s i e v e  (0.3 3 7 - c m - d ia m .). I n d iv id u a l  
p a r t i c l e s  w e r e  d r o p p e d  m a n u a l ly  in to  th e  f lu m e  th r o u g h  a  f u n n e l .
T h e  t ip  o f  th e  f u n n e l  w a s  a b o u t  1 c m  a b o v e  th e  w a t e r  s u r f a c e .  T h e  
p a r t i c l e s  w e r e  a lw a y s  d r o p p e d  o n to  th e  c e n t e r  l in e  o f  th e  f lu m e  a t  
th e  d o w n s t r e a m  e n d  o f  th e  t r a c e r - f l u i d  s o u r c e ,  i f  o n e  w e r e  b e in g  
u s e d .  I f  n o  s o u r c e  w a s  in  th e  f lu m e ,  th e  p a r t i c l e s  w e r e  i n t r o d u c e d  
in to  th e  f lu m e  15 m e t e r s  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  i n l e t  s c r e e n .
T h e  p a r t i c l e s  w e r e  c a u g h t  a t  v a r i o u s  d i s t a n c e s  d o w n s t r e a m  in  
a  c o m p a r t m e n t e d - s i e v e  p a r t i c l e  c o l l e c t o r .  T h e  p a r t i c l e  c o l l e c t o r ,  
s h o w n  in  F i g .  3 . 1 2 ,  w a s  c o n s t r u c t e d  s i m i l a r  to  t h o s e  u s e d  b y  O r lo b  
( 7 ) ,  a n d  a l s o  b y  S a y r e  a n d  C h a m b e r l a i n  ( 8 )  a n d  b y  S a y r e  a n d  
C h a n g  (5 ) . I t  w a s  104 c m  w id e ,  5 .5  c m  h ig h ,  a n d  1 .6  c m  d e e p .
T h e  b a c k  a n d  b o t to m  o f  th e  c o l l e c t o r  w a s  m a d e  f r o m  o n e  p i e c e  o f 
w i r e  m e s h  (8 m e s h / i n c h )  s c r e e n  w h ic h  w a s  f a s t e n e d  to  th e  b a c k  o f  
a  r i g i d  a lu m in u m  b a r .  T h e  s c r e e n  w a s  d iv id e d  in to  104 c o m p a r t m e n t s ,  
e a c h  1 c m  w id e ,  b y  s t r i p s  o f  2 6 - g a g e  (0.0 1 8 - in c h )  s t a i n l e s s  s t e e l  
s h e e t .  E a c h  o f  th e  c o m p a r t m e n t s  w a s  n u m b e r e d .  T h e  e n t i r e
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F i g u r e  3 .1 1  S a m p le  o f  p o ly e th y le n e  p a r t i c l e s  u s e d  in  s tu d y  o f 
l a t e r a l  d i f f u s io n  a t  th e  f r e e  s u r f a c e .
10040
F i g u r e  3 .1 2  C o m p a r t m e n t e d - s i e v e  p a r t i c l e  c o l l e c t o r ;  th e  c o m p a r t m e n t s  a r e  1 c m  w id e .
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a s s e m b l y  w a s  s u s p e n d e d  f r o m  th e  i n s t r u m e n t  c a r r i a g e  a c r o s s  th e  
f lu m e  w i th  th e  b o t to m  1 / 2 c m  o f  th e  c o l l e c t o r  s u b m e r g e d .  A p a r t i c l e  
f l o a t in g  d o w n s t r e a m  w a s  s to p p e d  b y  th e  s c r e e n  a n d  r e m a i n e d  in  
o n e  c o m p a r t m e n t  u n t i l  p u r p o s e l y  r e m o v e d .
3 . 9 . 2  P r o c e d u r e s .  In  p r e p a r a t i o n  f o r  th e  e x p e r i m e n t s  to  
o b s e r v e  l a t e r a l  d i f f u s io n  o f  p a r t i c l e s  a t  th e  f r e e  s u r f a c e ,  u n i f o r m  
f lo w  w a s  e s t a b l i s h e d  i n  th e  f lu m e .  If  a  t r a c e r  s o u r c e  w e r e  i n  th e  
f lu m e ,  w a t e r  w a s  p u m p e d  f r o m  th e  1 6 - in c h  p ip e  to  th e  s o u r c e .
T h e  f lu m e  s lo p e ,  w a t e r  d i s c h a r g e ,  a n d  w a t e r  d e p th  w e r e  a d ju s t e d  
w i th  th e  p a r t i c l e  c o l l e c t o r  in  th e  f lu m e  b y  f o l lo w in g  th e  p r o c e d u r e s  
d e s c r i b e d  i n  S e c t io n  3 .8 .  T h e  p a r t i c l e  c o l l e c t o r  h a d  a  s m a l l  
i n f l u e n c e  o n  th e  w a t e r  d e p th ;  t h e r e f o r e ,  th e  e l e v a t i o n  o f th e  w e i r  
h a d  to  b e  c h a n g e d  in  o r d e r  to  m a i n t a i n  u n i f o r m  f lo w  u p s t r e a m  f r o m  
th e  p a r t i c l e  c o l l e c t o r  w h e n e v e r  th e  c o l l e c t o r  w a s  m o v e d .
D u r in g  a n  e x p e r i m e n t ,  p a r t i c l e s  w e r e  d r o p p e d  in d iv i d u a l l y  
i n to  th e  f lu m e  a t  i n t e r v a l s  o f  3 to  5 s e c o n d s  u n t i l  50 to  80 p a r t i c l e s  
w e r e  c a u g h t  in  th e  c o l l e c t o r  a t  s o m e  c r o s s - s e c t i o n  d o w n s t r e a m .
T h e  c o l l e c t o r  w a s  t h e n  t a k e n  o u t  o f th e  f lu m e  a n d  th e  n u m b e r  o f  
p a r t i c l e s  i n  e a c h  c o m p a r t m e n t  w a s  c o u n te d  a n d  r e c o r d e d .  N e x t ,  
th e  c o l l e c t o r  w a s  e m p t ie d  a n d  p u t  b a c k  in to  th e  f l u m e .  T h is  p r o c e s s  
w a s  r e p e a t e d  u n t i l  a n  a c c u m u la t e d  t o t a l  o f a p p r o x i m a t e l y  400  
p a r t i c l e s  w e r e  c o l l e c t e d  a t  a  c r o s s - s e c t i o n .  T h e  c o l l e c t o r  w a s  
th e n  m o v e d  to  a  d i f f e r e n t  c r o s s - s e c t i o n ,  th e  e l e v a t i o n  o f  th e  w e i r  
w a s  a d ju s t e d ,  a n d  p a r t i c l e s  w e r e  c o l l e c t e d  a t  th e  n e w  lo c a t io n .
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T h e  a v e r a g e  v e lo c i ty  o f th e  p a r t i c l e s  w a s  d e t e r m i n e d  d u r in g  
e a c h  e x p e r i m e n t  b y  m e a s u r i n g  th e  l e n g th  o f  t im e  r e q u i r e d  f o r  
p a r t i c l e s  to  t r a v e l  a  m e a s u r e d  d i s t a n c e  o f  a b o u t  20 m e t e r s .  T h e  
v e l o c i t i e s  o f 20 p a r t i c l e s  w e r e  c a l c u l a t e d  a n d  a v e r a g e d  in  e a c h  
e x p e r i m e n t .
T h e  d a t a  f r o m  th e  e x p e r i m e n t s  w e r e  u s e d  to  c a l c u l a t e  th e  
v a r i a n c e ,  σ2s , o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  p a r t i c l e s  c o l l e c t e d  
in  e a c h  c r o s s - s e c t i o n .  T h e  v a r i a n c e  a n d  v e lo c i ty  w e r e  u s e d  to  
c a l c u l a t e  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s ,  w h ic h  a r e  p r e s e n t e d  in  C h a p te r  4 .
V i s u a l  o b s e r v a t i o n s  d u r in g  th e  e x p e r i m e n t s  s h o w e d  t h a t  th e  
c o l l e c t o r  w a s  c a p a b le  o f  h o ld in g  50 to  80 p a r t i c l e s  w i th o u t  s e r i o u s l y  
d i s t u r b i n g  th e  f lo w  p a t t e r n  i n  f r o n t  o f th e  c o l l e c t o r  a n d  w i th o u t  
a l lo w in g  p a r t i c l e s  to  m o v e  f r o m  o n e  c o m p a r t m e n t  to  a n o th e r .
V i s u a l  o b s e r v a t i o n s  a l s o  s h o w e d  t h a t  d r o p p in g  th e  p a r t i c l e s  a t  
3 to  5 s e c o n d  i n t e r v a l s  s p a c e d  th e m  f a r  e n o u g h  a p a r t  so  t h a t  th e  
m o t io n  o f  a n y  o n e  p a r t i c l e  w a s  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  o f th e  
m o t io n  o f th e  o t h e r s .
T h e  n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  c o l l e c t e d  a t  a  c r o s s - s e c t i o n ,  4 0 0 , 
w a s  a  c o m p r o m i s e  b e tw e e n  a  l a r g e r  n u m b e r ,  w h ic h  w o u ld  y ie ld  
a  b e t t e r  e s t i m a t i o n  o f  σ 2s b u t  w o u ld  r e q u i r e  m o r e  e f f o r t ,  a n d  a  
s m a l l e r  n u m b e r ,  w h ic h  w o u ld  r e q u i r e  l e s s  e f f o r t  b u t  w o u ld  g iv e  
a  p o o r e r  e s t i m a t e  o f  σ 2 s. I f  th e  m o t i o n  o f  e a c h  p a r t i c l e  w e r e  
s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  o f  th e  m o t io n  o f  a l l  o t h e r s ,  th e  e r r o r  in  
th e  e x p e r i m e n t a l  d e t e r m i n a t i o n  o f σ 2s c a n  b e  e s t i m a t e d  f r o m  th e
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s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  th e  v a r i a n c e s  o f  s a m p l e s  t a k e n  f r o m  a 
n o r m a l  p o p u la t io n .  T h e  e r r o r  i n  σ2s a s  a  f u n c t io n  o f  th e  n u m b e r  
o f  p a r t i c l e s  c o l l e c t e d  w a s  c a l c u l a t e d  f r o m  th e  c h i - s q u a r e  p r o b a b i l i t y  
d i s t r i b u t i o n  ( s e e  e . g .  M e n d e n h a l l  (29 ) p . 2 0 5 , a n d  t a b l e s  a n d  
a p p r o x i m a t e  f o r m u l a e  b y  A b r a m o w i t z  a n d  S te g u n  (30 ) p . 9 4 1 , 
9 8 4 - 9 8 5 ) ;  th e  r e s u l t s  o f  th e  c a l c u l a t i o n s  a r e  t a b u l a t e d  in  T a b le  3 .3 .  
T h e  n u m b e r  400  w a s  s e l e c t e d  s u b j e c t i v e l y  a f t e r  o b s e r v i n g  th e  d a ta  
in  t h i s  t a b l e .
T a b le  3 .3  P r o b a b i l i t y  t h a t  th e  e r r o r  in  σ2s i s  e x c e e d e d  a s  a
f u n c t io n  o f th e  n u m b e r  o f p a r t i c l e s  c o l l e c t e d .
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C H A P T E R  4
E X P E R I M E N T A L  D A T A
E x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  p r e s e n t e d  in  th e  t h r e e  s e c t i o n s  o f  t h i s  
c h a p t e r .  In  th e  f i r s t  s e c t i o n ,  th e  h y d r a u l i c  d a t a  f o r  th e  f lo w s  u s e d  
in  th e  e x p e r i m e n t s  a r e  g iv e n ;  in  th e  s e c o n d ,  d a ta  f r o m  th e  e x p e r i m e n t s  
p e r f o r m e d  to  o b s e r v e  l a t e r a l  m ix in g  o f f lu id s  a r e  p r e s e n t e d ;  in  th e  
t h i r d ,  d a t a  f r o m  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo a t in g  p a r t i c l e s  a r e  g iv e n . 
4 .1  H Y D R A U L IC  D A T A
F iv e  d i f f e r e n t  f lo w s  w e r e  u s e d  in  th e  e x p e r i m e n t s .  T h e  
h y d r a u l i c  d a t a  f o r  e a c h  o f  t h e s e  f lo w s  i s  g iv e n  in  T a b le  4 . 1  a n d  a  
b r i e f  e x p la n a t io n  o f  th e  d a ta  in  e a c h  c o lu m n  i s  g iv e n  b e lo w .
4 . 1 . 1  F lo w  C o n d i t io n  C o d e  a n d  F lu m e  B o t to m . T h e  f lo w  
c o n d i t io n  c o d e s  in  C o l . 1 a r e  i n t r o d u c e d  h e r e  f o r  c o n v e n ie n t  u s e  
l a t e r .  T h e  l e t t e r s  S o r  R d e n o te  w h e t h e r  th e  b o t to m  w a s  s t a i n l e s s  
s t e e l  p l a t e  o r  i f  th e  b o t to m  w a s  r o u g h  m e t a l  l a t h .
4 . 1 . 2  W a te r  D e p th . T h e  w a t e r  d e p th  g iv e n  in  C o l. 3 i s  th e  
a v e r a g e  o f  10 o r  m o r e  m e a s u r e m e n t s  m a d e  a lo n g  th e  a x is  o f th e  
f lu m e .  T h e  a v e r a g e  d e p th  w a s  r e p r o d u c i b l e  f r o m  o n e  e x p e r i m e n t  
to  th e  n e x t  to  w i th in  0 .0 2  c m ;  h o w e v e r ,  th e  d e p th s  m e a s u r e d  a t  
s o m e  o f  th e  i n d iv i d u a l  p o in t s  d i f f e r e d  f r o m  th e  a v e r a g e  b y  m o r e
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T a b le  4 . 1  S u m m a r y  o f  h y d r a u l i c  d a ta .
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th a n  0 .1 0  c m  p a r t l y  b e c a u s e  o f  d i f f i c u l t i e s  in  e s t i m a t i n g  th e  m e a n  
p o s i t i o n  o f a  w a v y  w a t e r  s u r f a c e  b u t  m o s t l y  b e c a u s e  o f s l i g h t  w a r p s  
in  th e  s t a i n l e s s  s t e e l  p l a t e  b o t to m .
T h e  d e p th  m e a s u r e d  in  th e  l a b o r a t o r y  w a s  th e  d i s t a n c e  b e tw e e n  
th e  w a t e r  s u r f a c e  a n d  th e  s t a i n l e s s  s t e e l  b o t to m ;  h o w e v e r ,  f o r  t h o s e  
f lo w s  w i th  th e  r o u g h  l a t h  b o t to m  th i s  d i s t a n c e  w a s  c o r r e c t e d  b y  
s u b t r a c t i n g  0 .1 5  c m  in  o r d e r  to  a d j u s t  th e  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  
f o r  b lo c k a g e  c a u s e d  b y  th e  l a t h  i n  th e  l o w e r  0 .3 1  c m  o f th e  c r o s s -  
s e c t i o n  ( s e e  F ig .  3 . 3 ) .  B e t t e r  a g r e e m e n t  b e tw e e n  d a t a  f r o m  e x p e r i ­
m e n t s  w i th  th e  s m o o th  b o t to m  a n d  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  
r o u g h  b o t to m  w a s  o b ta in e d  w h e n  th e  c o r r e c t e d  d e p th  w a s  u s e d  in  
th e  a n a l y s i s  i n  C h a p t e r  5. S i m i l a r  c o r r e c t i o n s  h a v e  b e e n  m a d e  b y  
o t h e r  i n v e s t i g a t o r s  w h o  s tu d ie d  f lo w  o v e r  v e r y  r o u g h  s u r f a c e s .
(See, f o r  e x a m p l e ,  E i n s t e i n  a n d  E l  S a m n i  (3 1 ), a n d  T a y l o r  (3 2 ) .)
T h e  c o r r e c t e d  d e p th s  a r e  g iv e n  in  C o l . 3 a n d  a r e  u s e d  in  th e  
c o m p u ta t io n s  o f  th e  o t h e r  h y d r a u l i c  p a r a m e t e r s .  F o r  c o m p a r i s o n ,  
h y d r a u l i c  p a r a m e t e r s  c a l c u l a t e d  u s in g  th e  u n c o r r e c t e d  d e p th s  a r e  
g iv e n  i n  p a r e n t h e s e s .
4 . 1 . 3  S lo p e . T h e  s lo p e  g iv e n  in  C o l. 4 i s  th e  s lo p e  o f th e  
e n e r g y  g r a d e  l i n e ,  w h ic h  i s  a l s o  e q u a l  to  th e  s lo p e  o f  th e  w a t e r  
s u r f a c e  a n d  b o t to m  o f  th e  f lu m e .  A  p r o f i l e  f o r  f lo w  S2 i s  s h o w n  in  
F ig .  4 . 1 .  T h e  e l e v a t i o n  o f  th e  b o t to m  g iv e n  i n  F ig .  4 . 1  w a s  
d e t e r m i n e d  b y  m e a s u r i n g  th e  d i s t a n c e  b e tw e e n  th e  b o t to m  a n d  a  
s t i l l  w a t e r  l e v e l .  T h e  a c c u r a c y  o f  th e  s lo p e  i s  g o v e r n e d  m o s t l y
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F i g u r e  4 .1  P r o f i l e s  o f th e  e n e r g y  g r a d e  l i n e ,  w a t e r  s u r f a c e ,  a n d  f lu m e  b o t to m  
f o r  f lo w  S2.
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b y  th e  a c c u r a c y  o f  th e  m e a s u r e m e n t  o f  th e  c h a n g e  in  w a t e r  s u r f a c e  
e l e v a t i o n  i n  a  d i s t a n c e  o f 20 m e t e r s .  T h e  p r o b a b l e  e r r o r  i s  a b o u t  
± 0 .0 4  c m /2 0 0 0  c m  = ± 0 .0 0 0 0 2 0 .
4 . 1 . 4  S h e a r  V e lo c i ty .  T h e  b o t to m  s h e a r  v e lo c i ty ,  u * , g iv e n  
in  C o l. 5 w a s  c a l c u l a t e d  f r o m  th e  e x p r e s s i o n
( 4 .1 )
w h ic h  i s  v a l id  f o r  i n f i n i t e l y  w id e  c h a n n e l s  b u t  g iv e s  v a lu e s  s l i g h t ly  
to o  l a r g e  w h e n  u s e d  f o r  c h a n n e l s  o f f i n i t e  w id th  b e c a u s e  o f  th e  s h e a r  
on  th e  s id e  w a l l s .
4 . 1 . 5  M e te r e d  D i s c h a r g e  a n d  D i s c h a r g e  V e lo c i ty .  T h e  d i s c h a r g e  
in  C o l. 6 i s  th e  s u m  o f  th e  d i s c h a r g e  e n t e r i n g  th e  u p s t r e a m  e n d  o f 
th e  f lu m e ,  w h ic h  w a s  m e a s u r e d  w i th  th e  v e n t u r i  m e t e r ,  a n d  th e  
d i s c h a r g e  p u m p e d  f r o m  th e  m ix in g  t a n k ,  w h ic h  w a s  m e a s u r e d  w i th  
th e  v a r i a b l e  a r e a  f l o w m e t e r .  T h e  f lo w  p u m p e d  to  e a c h  o f  th e  s o u r c e s ,  
e x c e p t  th e  w i d e s t ,  w a s  a b o u t  1 p e r c e n t  o f  th e  t o t a l ;  th e  f lo w  to  th e  
w i d e s t  s o u r c e  w a s  a b o u t  3 p e r c e n t  o f th e  t o t a l .  T h e  e r r o r  in  th e  
s u m  i s  g o v e r n e d  b y  th e  e r r o r  in  th e  v e n t u r i  m e t e r  c a l i b r a t i o n ,  
w h ic h  i s  p r o b a b l y  l e s s  th a n  1 p e r c e n t .
T h e  d i s c h a r g e  v e lo c i ty  g iv e n  in  C o l. 7 w a s  o b ta in e d  b y  d iv id in g  
th e  d i s c h a r g e  in  C o l. 6 b y  th e  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  w h ic h  i s  th e  
p r o d u c t  o f th e  d e p th ,  g iv e n  in  C o l. 3 , a n d  th e  f lu m e  w id th ,  110 c m .
4 . 1 . 6  V e lo c i ty  i n  C e n t r a l  60 c m  o f  F l u m e .  T h e  m e a n  v e lo c i ty  
in  th e  c e n t r a l  60 c m  o f  th e  f lu m e  c r o s s - s e c t i o n ,  w h e r e  m o s t  o f  th e  
m ix in g  in  th e  e x p e r i m e n t s  o c c u r r e d ,  w a s  c a l c u l a t e d  f r o m  v e l o c i t i e s  
m e a s u r e d  w i th  th e  p i t o t - s t a t i c  tu b e  a n d  f r o m  th e  m e t e r e d  d i s c h a r g e .
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C r o s s - s e c t i o n s  o f th e  f lu m e  s h o w in g  i s o v e l s  f o r  e a c h  o f  th e  f lo w s  
a r e  p r e s e n t e d  in  F ig .  4 . 2 ,  a n d  s o m e  v e r t i c a l  v e lo c i ty  p r o f i l e s  f o r  
f lo w s  S 1 a n d  R 1 a r e  s h o w n  in  F ig .  4 . 3 .
V e lo c i ty  p r o f i l e s  w e r e  m e a s u r e d  a lo n g  v e r t i c a l  l i n e s  s p a c e d  
4 to  10 c m  a p a r t  in  th e  c e n t r a l  p a r t  o f  th e  f lu m e  a n d  c l o s e r  t o g e t h e r  
n e a r  th e  s id e  w a l l s .  T h e  v e l o c i t i e s  m e a s u r e d  a t  0 . 2 ,  0 . 4 ,  a n d  0 .8  
d e p th s  f r o m  th e  s t a i n l e s s  s t e e l  b o t to m  w e r e  a v e r a g e d  to  e s t i m a t e  
th e  a v e r a g e  v e lo c i ty  f o r  e a c h  p r o f i l e .  T h e s e  a v e r a g e  v e l o c i t i e s  
w e r e  m u l t i p l i e d  b y  th e  d e p th  a n d  i n t e g r a t e d  a c r o s s  th e  c e n t r a l  60 c m  
o f  th e  f l u m e  to  g iv e  a  d i s c h a r g e  t h r o u g h  t h a t  p a r t  o f th e  c r o s s - s e c t i o n .  
T h e  d i s c h a r g e  th r o u g h  th e  t o t a l  c r o s s - s e c t i o n  w a s  c a l c u l a t e d  in  th e  
s a m e  w a y . B e c a u s e  th e  c a l c u l a t e d  t o t a l  d i s c h a r g e  w a s  a lw a y s  a  
fe w  p e r c e n t  g r e a t e r  th a n  th e  m e t e r e d  d i s c h a r g e  (by  th e  a m o u n t  
sh o w n  in  C o l. 8 ) , a n d  b e c a u s e  th e  m e t e r e d  d i s c h a r g e  i s  p r o b a b l y  
m o r e  a c c u r a t e ,  th e  d i s c h a r g e  th r o u g h  th e  c e n t r a l  60 c m  o f  th e  
f lu m e  w a s  c o r r e c t e d  b y  s u b t r a c t i n g  th e  p e r c e n t a g e  s h o w n  in  C o l. 8 . 
T h is  c o r r e c t e d  d i s c h a r g e  th r o u g h  th e  c e n t r a l  60 c m  o f  th e  f lu m e  
w a s  u s e d  to  c o m p u te  th e  m e a n  v e lo c i ty ,  u , l i s t e d  in  C o l. 9.
4 . 1 . 7  v o n  K a r m a n 's  k . V a lu e s  o f  v o n  K a r m a n 's  k  w e r e  c a l ­
c u l a t e d  u s in g  E q . 4 . 2  w i th  th e  s lo p e s  o f th e  v e lo c i ty  p r o f i l e s  d r a w n  
o n  s e m i - l o g a r i t h m i c  c o o r d i n a t e s ,  a n d  th e  s h e a r  v e lo c i ty  in  C o l . 5;
( 4 .2 )
T h e  v a lu e s  g iv e n  in  C o l. 10 a r e  a v e r a g e d  o v e r  th e  c e n t r a l  60 c m  
o f  th e  f lu m e  c r o s s - s e c t i o n .  V e lo c i ty  p r o f i l e s  w i th  l o c a l  v a lu e s  o f k  
f o r  f lo w s  S 1 a n d  R 1 a r e  s h o w n  in  F ig .  4 . 3 .
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F i g u r e  4 . 2  C r o s s - s e c t i o n s  o f  th e  f lu m e  s h o w in g  i s o v e l s  25 m e t e r s  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  f lu m e  
i n l e t .  C r o s s e s  d e s ig n a t e  p o in t s  w h e r e  th e  v e lo c i ty  w a s  o b s e r v e d .  F o r  f lo w s  R1  a n d  R 2 , y  i s  
m e a s u r e d  f r o m  a  p la n e  0 .1 5  c m  a b o v e  th e  s t a i n l e s s  s t e e l  b o t to m .
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F i g u r e  4 . 3  V e lo c i ty  p r o f i l e s  o b s e r v e d  25 m e t e r s  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  
f lu m e  i n l e t . (a) F lo w  S 1, (b) F lo w  R 1 . T h e  l a t e r a l  c o o r d i n a t e  z i s  
m e a s u r e d  f r o m  th e  f lu m e  c e n t e r  l i n e ,  a n d  k  i s  v o n  K a r m a n 's  c o n s ta n t .  
F o r  f lo w  R 1 , y  i s  m e a s u r e d  f r o m  a  p la n e  0 .1 5  c m  a b o v e  th e  s t a i n l e s s  
s t e e l  b o t to m .
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4 . 1 . 8  F r i c t i o n  F a c t o r s .  T h e  f r i c t i o n  f a c t o r s  g iv e n  in  C o l . 11 
w e r e  c a l c u l a t e d  w ith  th e  f o r m u l a
( 4 .3 )
w h e r e  u * a n d  u  w e r e  o b ta in e d  f r o m  C o l. 5 a n d  9 , r e s p e c t i v e l y .  D a ta  
f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  o v e r  th e  p l a i n  s t a i n l e s s  s t e e l  p l a t e  b o t to m  
s h o w e d  t h a t  t h i s  b o u n d a r y  i s  in  t r a n s i t i o n  b e tw e e n  h y d r a u l i c a l l y  
s m o o th  a n d  r o u g h .  T h e  e q u iv a l e n t  s a n d  g r a i n  r o u g h n e s s  f o r  th e  
s t e e l  p la t e  b o u n d a r y  i s  a b o u t  0 .0 1 3  c m . D a ta  f r o m  e x p e r i m e n t s  
w i th  th e  r o u g h  l a t h  b o t to m  s h o w e d  t h a t  t h i s  b o u n d a r y  i s  h y d r a u l i c a l l y  
r o u g h .  T h e  e q u iv a l e n t  s a n d  g r a i n  r o u g h n e s s  f o r  th e  l a t h  i s  a b o u t
1 .1  c m  b u t  i s  a  f u n c t io n  o f  th e  w a t e r  d e p th .
4 . 1 . 9  R e y n o ld s  N u m b e r  a n d  F r o u d e  N u m b e r .  T h e  R e y n o ld s  
n u m b e r s  i n  C o l . 11 a n d  F r o u d e  n u m b e r s  in  C o l. 12 w e r e  c a l c u l a t e d  
u s in g  th e  d e p th s  i n  C o l. 3 a n d  th e  v e l o c i t i e s  i n  C o l . 9. A  v i s c o s i t y  
o f  0 .9 9 1  x  10- 2  c m 2 / s e c ,  w h ic h  i s  th e  v i s c o s i t y  o f  w a t e r  a t  2 0 .5 °  C , 
w a s  u s e d  in  th e  c a l c u l a t i o n s  o f  th e  R e y n o ld s  n u m b e r s .
- 6 3 -
4 .2  E X P E R IM E N T S  W IT H  F L U ID  T R A C E R S
4 . 2 . 1  I n t r o d u c t i o n .  In  t h i s  s e c t i o n ,  d a t a  a r e  p r e s e n t e d  f r o m  
e x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  to  o b s e r v e  l a t e r a l  m ix in g  o f  t r a c e r  f lu id s  
o f d i f f e r e n t  d e n s i t i e s .  A l th o u g h  m o s t  a n a l y s e s  a n d  i n t e r p r e t a t i o n s  
o f  th e  d a t a  a r e  g iv e n  in  C h a p t e r  5 , t h i s  s e c t i o n  i n c l u d e s  th e  m e th o d s  
u s e d  to  r e d u c e  th e  b a s i c  d a t a  to  o b t a in  s o m e  o f  th e  d e p e n d e n t  i n t e g r a l  
p a r a m e t e r s  w h ic h  a r e  u s e d  in  th e  s u b s e q u e n t  a n a l y s e s .
B e c a u s e  o f  th e  l a r g e  v o lu m e  o f th e  d a t a ,  th e  c o n c e n t r a t i o n s  
o b s e r v e d  a t  a l l  th e  p o in ts  in  a l l  th e  e x p e r i m e n t s  a r e  n o t  i n c lu d e d  
in  th i s  t e x t .  I n s t e a d ,  t h e s e  d a t a  h a v e  b e e n  m a d e  a v a i l a b l e  in  R e f .  1 
( T e c h n ic a l  M e m o r a n d u m  7 0 - 3  o f th e  W . M . K e c k  L a b o r a t o r y  o f 
H y d r a u l i c s  a n d  W a te r  R e s o u r c e s ,  C a l i f o r n i a  I n s t i t u t e  o f T e c h n o lo g y ,  
P a s a d e n a ,  C a l i f o r n i a  9 1 1 0 9 ) . A  s a m p l e  o f  th e  d a t a  f r o m  o n e  o f 
th e  e x p e r i m e n t s ,  a s  g iv e n  i n  th e  M e m o r a n d u m ,  i s  g iv e n  in  t h i s  
s e c t i o n .  A ls o ,  s a m p l e s  o f  r e d u c e d  d a t a  f r o m  v a r i o u s  e x p e r i m e n t s ,  
i n c lu d in g  m o s t  o f  th e  d i f f e r e n t  c a s e s  s tu d i e d ,  a r e  p r e s e n t e d  g r a p h ­
i c a l l y  in  t h i s  s e c t i o n .  T h e s e  d a ta  in c lu d e  d e t a i l e d  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n s  in  c r o s s - s e c t i o n s ,  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f th e  d e p th -  
a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n s ,  a n d  v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  p r o f i l e s .  T h e  
v a r i a n c e s  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f th e  d e p t h - a v e r a g e d  
c o n c e n t r a t i o n s ,  a n d  a v e r a g e d  c o e f f i c i e n t s  o f v a r i a t i o n  f o r  th e  
t h e o r e t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  a l l  
e x p e r i m e n t s  in  t h i s  s e c t i o n  b e c a u s e  th e y  f o r m  th e  b a s i s  f o r  th e  
a n a l y s e s  in  C h a p te r  5.
A  l i s t  o f  a l l  e x p e r i m e n t s  m a d e  w i th  t r a c e r  f lu id s  w i th  s o m e  o f  
th e  p a r a m e t e r s  i s  g iv e n  in  T a b le  4 . 2 .
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T a b le  4 .2  L i s t  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  t r a c e r  f l u i d s .
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4 . 2 . 2  C o n c e n t r a t i o n  D i s t r i b u t i o n s  i n  C r o s s - S e c t i o n s .  T h e  
r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n ,  C , o f  t r a c e r  f lu id  in  e a c h  o f  th e  s a m p l e s  
c o l l e c t e d  d u r in g  a n  e x p e r i m e n t  w a s  d e t e r m i n e d  b y  th e  p r o c e d u r e  
g iv e n  in  C h a p te r  3 . A l l  c a l c u l a t i o n s  w e r e  d o n e  o n  a  d i g i t a l  
c o m p u t e r .  T h e  c o m p u t e r  o u tp u t  g iv in g  th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  
a t  e a c h  o f  th e  40 s a m p l in g  p o in t s  in  e a c h  c r o s s - s e c t i o n  f o r  a  
t y p i c a l  e x p e r i m e n t ,  E x p . 113 , i s  s h o w n  i n  T a b le  4 . 3 .  R e f .  1 i s  
m a d e  u p  o f  s i m i l a r  t a b l e s  f o r  a l l  e x p e r i m e n t s .  T h e  l o n g i tu d in a l  
c o o r d i n a t e  x  i s  m e a s u r e d  f r o m  th e  d o w n s t r e a m  e n d  o f  th e  s o u r c e ,  
y  i s  th e  d i s t a n c e  a b o v e  th e  s t a i n l e s s  s t e e l  b o t to m  o f  th e  f lu m e ,  an d  
z i s  m e a s u r e d  l a t e r a l l y ,  u s u a l l y  f r o m  th e  c e n t e r  l in e  o f  th e  s o u r c e .  
T h e  r o w s  l a b e l e d  A V E ., a n d  C .V . a r e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t ­
r a t i o n s ,  a n d  c o e f f i c i e n t s  o f  v a r i a t i o n  f o r  th e  v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  p r e c i s e  d e f in i t i o n  u s e d  in  th e  
c a l c u l a t i o n  o f  b o th  t h e s e  q u a n t i t i e s  i s  g iv e n  l a t e r .
T h e  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  in  c r o s s - s e c t i o n s  d o w n s t r e a m  
f r o m  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e  a r e  s h o w n  f o r  t h r e e  e x p e r i m e n t s  in  
F ig .  4 . 4 ,  4 . 5 ,  a n d  4 . 6 .  T h e  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s  f o r  a l l  t h r e e  
e x p e r i m e n t s  w e r e  th e  s a m e ;  o n ly  th e  d i f f e r e n c e s  in  d e n s i t y  
b e tw e e n  th e  t r a c e r  a n d  a m b i e n t  f lu id s  w e r e  d i f f e r e n t .  In  E x p . 116 , 
s h o w n  in  F ig .  4 . 4 ,  th e  d e n s i t i e s  o f  th e  a m b i e n t  a n d  t r a c e r  f lu id s  
w e r e  e q u a l .  T h e  v a r i a t i o n  in  t r a c e r  c o n c e n t r a t i o n  o v e r  th e  d e p th  
w a s  s m a l l  in  c r o s s - s e c t i o n s  500  c m  o r  m o r e  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  
s o u r c e ,  b u t  th e  t r a c e r  h a d  s p r e a d  o v e r  a  s l i g h t l y  g r e a t e r  
w id th  i n  th e  u p p e r  p a r t  o f  th e  f lo w  th a n  i n  th e  l o w e r  p a r t .  T h e
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T a b le  4 .3  S a m p le  t a b l e  f r o m  R e f .  1 . A V E  i s  d e p t h - a v e r a g e d  
c o n c e n t r a t i o n ;  C.V. i s  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n  f o r  
v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n .
-6
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F i g u r e  4 . 4  L i n e s  o f  e q u a l  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  in  c r o s s - s e c t i o n s  d o w n ­
s t r e a m  f r o m  a  1- c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  
th e  s a m e  a s  th e  a m b i e n t  f lu id  a n d  w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f  1. 0 .
T h e  f lo w  c o n d i t io n  w a s  S2. T h e  c r o s s e s  d e s ig n a t e  s a m p l in g  p o in t s .
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F i g u r e  4 .5  L i n e s  o f  e q u a l  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  in  c r o s s - s e c t i o n s  d o w n ­
s t r e a m  f r o m  a  1- c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  
0 .0 1 6 0  g m / c m 3 g r e a t e r  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id  a n d  w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t ­
r a t i o n  o f  1 .0 .  T h e  f lo w  c o n d i t io n  w a s  S 2 . T h e  c r o s s e s  d e s i g n a t e  s a m p l in g  
p o in t s .
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F i g u r e  4 . 6  L in e s  o f  e q u a l  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  i n  c r o s s - s e c t i o n s  d o w n ­
s t r e a m  f r o m  a  1- c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  
0 .0 1 5 8  g m / c m 3 l e s s  th a n  th e  a m b ie n t  f lu id  a n d  w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t ­
r a t i o n  o f 1 .0 .  T h e  f lo w  c o n d i t io n  w a s  S2. T h e  c r o s s e s  d e s ig n a t e  s a m p l in g  
p o in t s .
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g r e a t e r  w id th  in  th e  u p p e r  p a r t  w a s  p r o b a b l y  d u e  to  th e  l a t e r a l  
t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  a t  th e  s u r f a c e  b e in g  h i g h e r  th a n  th e  
d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e  a s  w a s  m e n t io n e d  in  S u b s e c t io n  2 . 2 . 3 .  T h e  
h i g h e r  c o n c e n t r a t i o n s  n e a r  th e  b o t to m  o f  th e  f lu m e  a t  x  = 2 0 0  c m  
w e r e  p r o b a b ly  d u e  to  th e  v e lo c i ty  f r o m  th e  s o u r c e  b e in g  h i g h e r  
th a n  th e  v e lo c i ty  o f  th e  a m b i e n t  f lu id  n e a r  th e  b o t to m  o f  th e  f lu m e .
In  E x p . 113 , th e  t r a c e r  f lu id  d i s c h a r g e d  f r o m  th e  s o u r c e
w a s  m o r e  d e n s e  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id  b y  th e  r e l a t i v e  a m o u n t
Δ ρ /ρ a = 0 .0 1 6 0 .  T h e  c o n c e n t r a t i o n  i s o p l e t h s  f o r  t h i s  e x p e r i m e n t ,  
s h o w n  i n  F ig .  4 . 5 ,  lo o k  d i f f e r e n t  f r o m  th o s e  o f  E x p . 116 i n  w h ic h  
th e  t r a c e r  a n d  a m b i e n t  f lu id s  h a d  th e  s a m e  d e n s i t y .  In  E x p . 113, 
th e  c o n c e n t r a t i o n s  n e a r  th e  f lu m e  b o t to m  w e r e  s i g n i f i c a n t l y  
h i g h e r  th a n  n e a r  th e  s u r f a c e  a s  f a r  d o w n s t r e a m  a s  x  = 1000 c m .
A ls o ,  th e  l a t e r a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  n e a r  th e  b o t to m  
w e r e  b i m o d a l  a t  x  = 2 0 0  c m . C o m p a r in g  F i g .  4 . 4  a n d  4 .5  a l s o  
s h o w s  t h a t  p e a k  c o n c e n t r a t i o n s  a r e  d e c r e a s e d  a n d  l a t e r a l  
m ix in g  i s  e n h a n c e d  w h e n  th e  t r a c e r  f lu id  i s  m o r e  d e n s e  th a n  th e  
a m b ie n t  f lu id .
T h e  d i f f e r e n c e s  in  th e  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  o b s e r v e d  
in  th e  tw o  e x p e r i m e n t s  a r e  c a u s e d  b y  d e n s i t y - i n d u c e d  s e c o n d a r y  
c u r r e n t s  in  E x p . 113 w h ic h  w e r e  d r i v e n  b y  a n  i m b a l a n c e  o f  
h y d r o s t a t i c  p r e s s u r e s  c a u s e d  b y  th e  l a t e r a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s .
T h e  p h e n o m e n o n  i s  a n a lo g o u s  to  l o n g i t u d in a l  c i r c u l a t i o n  in
e s t u a r i e s  a s  d e s c r i b e d  in  S u b s e c t io n  2 . 3 . 2 .  A l th o u g h  th e  s e c o n d a ry -
c u r r e n t  v e l o c i t i e s  w e r e  n o t  m e a s u r e d  in  th e  e x p e r i m e n t s ,  th e  c i r c u l a t i o n
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p a t t e r n s  w e r e  p r o b a b l y  s i m i l a r  to  t h o s e  s k e tc h e d  in  F ig .  4 . 7 .  
T h e  o u tw a r d  v e l o c i t i e s  n e a r  th e  b o t to m  c o n v e c te d  f lu id  w i th  h ig h  
t r a c e r  c o n c e n t r a t i o n  a w a y  f r o m  th e  c e n t e r ,  a n d  th e  i n w a r d  
v e l o c i t i e s  n e a r  th e  s u r f a c e  c o n v e c te d  f lu id  w i th  lo w  c o n c e n t r a t i o n  
to w a r d  th e  c e n t e r .  T h e  r e s u l t  w a s  a  n e t  o u tw a r d  t r a n s p o r t  o f 
t r a c e r  in  th e  d i r e c t i o n  o f th e  n e g a t iv e  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t .  T h e  
k i n e m a t i c s  o f th e  t r a n s p o r t  p r o c e s s  i s  s i m i l a r  to  t h a t  f o r  l o n g ­
i t u d i n a l  d i s p e r s i o n  in  s h e a r  f lo w s  a s  d i s c u s s e d  in  S u b s e c t io n  2 . 2 . 1 .  
T h e  b i m o d a l  d i s t r i b u t i o n  in  E x p . 113 w a s  c a u s e d  b y  th e  tw o  o u tw a r d  
f lo w in g  l o w e r  l a y e r s  w h ic h  p e r s i s t e d ,  d u e  to  i n e r t i a ,  f o r  a  s u f f i c i e n t  
l e n g t h  o f  t im e  to  b e g in  to  s e p a r a t e  th e  t r a c e r  p lu m e  in to  tw o  p a r t s .
F i g u r e  4 . 7 .  C r o s s - s e c t i o n  o f  f lu m e  s h o w in g  d e n s i t y - i n d u c e d  
s e c o n d a r y  c i r c u l a t i o n  p a t t e r n s  d o w n s t r e a m  f r o m  
a  s o u r c e  o f  n a r r o w  o r  i n t e r m e d i a t e  w id th .
S u p e r im p o s e d  o n  th e  c o n v e c t iv e  t r a n s p o r t  w a s  t r a n s p o r t  b y  
t u r b u l e n t  d i f f u s io n ,  w h ic h  m ix e d  th e  t r a c e r  l a t e r a l l y  a n d  v e r t i c a l l y .  
T u r b u le n c e  a l s o  a c te d  to  d e c r e a s e  th e  i n t e n s i t y  o f  th e  d e n s i t y -
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in d u c e d  c i r c u l a t i o n  b y  m ix in g  f lu id  f r o m  th e  to p  an d  b o t to m  l a y e r s  
o f th e  f lo w  w h ic h  w e r e  m o v in g  in  o p p o s i t e  l a t e r a l  d i r e c t i o n s .  
S u f f i c ie n t ly  f a r  d o w n s t r e a m  w h e r e  th e  t r a c e r  p lu m e  b e c a m e  v e r y  
w id e  a n d  th e  l a t e r a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s ,  w h ic h  d r o v e  th e  s e c o n d a r y  
c u r r e n t s ,  b e c a m e  s m a l l ,  l a t e r a l  m ix in g  w a s  m o s t l y  b y  t u r b u l e n t  
d i f f u s io n ,  a n d  th e  c o n c e n t r a t i o n  b e c a m e  u n i f o r m  w i th  d e p th .  I t  
w i l l  l a t e r  b e  s h o w n  t h a t  d o w n s t r e a m  f r o m  x ≈ 1000 c m  th e  r a t e  
o f  s p r e a d i n g  w a s  th e  s a m e  f o r  b o th  e x p e r i m e n t s ;  h o w e v e r ,  th e  
t r a c e r  p lu m e  r e m a i n e d  w i d e r  a n d  th e  p e a k  c o n c e n t r a t i o n s  r e m a i n e d  
lo w e r  in  E x p . 113 th a n  in  E x p . 116.
T h e  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  o b s e r v e d  in  E x p . 128 a r e  
s h o w n  in  F ig .  4 . 6 .  In  t h i s  e x p e r i m e n t ,  th e  t r a c e r  f lu id  w a s  l e s s  
d e n s e  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id  b y  th e  r e l a t i v e  a m o u n t  Δ ρ /ρ a =  - 0 .0 1 5 8 .  
T h e  d e n s i t y - i n d u c e d  s e c o n d a r y  f lo w  in  t h i s  e x p e r i m e n t  w a s  p r o b a b l y  
s i m i l a r  to  t h a t  sh o w n  in  F ig .  4 . 7  e x c e p t  t h a t  th e  d i r e c t i o n  o f 
r o t a t i o n  in  e a c h  o f  th e  c e l l s  w a s  r e v e r s e d .  A l th o u g h  th e  d i f f e r e n c e s  
in  d e n s i t y  b e tw e e n  th e  t r a c e r  a n d  a m b i e n t  f lu id s  in  E x p . 113 an d  
128 w e r e  n e a r l y  th e  s a m e  m a g n i tu d e  b u t  o f  o p p o s i t e  s ig n ,  th e  
g e o m e t r i c a l  f o r m s  o f  th e  c o n c e n t r a t i o n  i s o p l e t h s  f r o m  o n e  e x p e r i m e n t  
a r e  n o t  th e  s a m e  a s  t h o s e  f r o m  th e  o t h e r  t u r n e d  u p s id e  d o w n . T h e  
v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t s  a t  x  = 1000 c m  a n d  l e s s  w e r e  
s t e e p e r  in  E x p . 128 th a n  in  E x p . 113; a l s o ,  th e  w id th  o f  th e  p lu m e  
a t  th e  s u r f a c e  in  E x p . 128 w a s  w i d e r  t h a n  th e  w id th  n e a r  th e  b o t to m  
i n  E x p . 113.
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T w o r e a s o n s  a r e  o f f e r e d  f o r  th e  d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  th e  
c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  i n  E x p . 113 a n d  128 . T h e  f i r s t  i s  
th e  d i f f e r e n c e s  t h a t  v e r t i c a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  h a d  o n  v e r t i c a l  
m ix i n g  i n  th e  tw o  e x p e r i m e n t s .  In  S u b s e c t io n  2 . 2 . 4  i t  w a s  
p o in te d  o u t  t h a t  th e  v a r i a t i o n  o f  th e  v e r t i c a l  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  
in  a  w id e  o p e n  c h a n n e l  i s  s y m m e t r i c  a b o u t  a  l in e  a t  m i d - d e p t h .  
H o w e v e r ,  f o r  r e a s o n s  t h a t  a r e  g iv e n  b e lo w , v e r t i c a l  d e n s i t y  
g r a d i e n t s  p r o b a b l y  s u p p r e s s e d  v e r t i c a l  m ix in g  m o r e  in  E x p . 128 
th a n  in  E x p . 113. B e c a u s e  v e r t i c a l  m ix in g  d e c r e a s e s  th e  i n t e n s i t y  
o f  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n ,  th e  m a g n i tu d e s  o f  th e  s e c o n d a r y  
c u r r e n t  v e l o c i t i e s  w e r e  p r o b a b l y  l a r g e r  in  E x p . 128 th a n  in  
E x p . 113.
In  S e c t io n  2 . 3 ,  i t  w a s  m e n t io n e d  t h a t  a  v e r t i c a l  d e n s i t y  g r a d i e n t  
s u p p r e s s e s  t u r b u l e n t  m ix in g  b y  a n  a m o u n t  t h a t  i n c r e a s e s  w i th  th e  
R i c h a r d s o n  n u m b e r
( 2 .1 8 )
F o r  th e  s a m e  d e n s i t y  g r a d i e n t  n e a r  th e  s u r f a c e  in  E x p . 128 a s  n e a r  
th e  b o t to m  in  E x p . 113 , R i w o u ld  b e  h i g h e r  in  E x p . 128 th a n  in  
E x p . 113 b e c a u s e  th e  g r a d i e n t  o f  th e  l o n g i t u d in a l  v e lo c i ty  i s  l e a s t  
n e a r  th e  s u r f a c e .  T h e r e f o r e ,  v e r t i c a l  m ix in g  in  th e  i m p o r t a n t  
r e g i o n  n e a r  th e  s u r f a c e  in  E x p . 128 w o u ld  b e  s u p p r e s s e d  m o r e  th a n  
n e a r  th e  b o t to m  i n  E x p . 113 .
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T h e  a m o u n t  o f  s u p p r e s s i o n  o f  v e r t i c a l  m ix in g  b y  v e r t i c a l  
d e n s i t y  g r a d i e n t s  w i l l  b e  e s t i m a t e d  b y  u s in g
( 2 .1 9 )
w i th  R i c h a r d s o n  n u m b e r s  c a l c u l a t e d  f r o m  th e  e x p e r i m e n t a l  d a ta .
F o r  E x p . 128 a t  th e  p o in t  x  = 200  c m , z = 6 c m , a n d  y / d  = 0 . 5 ,  
w h ic h  i s  in  th e  c e n t e r  o f th e  u p p e r  h a l f  o f th e  f lo w , R i  = 0 .4 1 .
(In  th e  c o m p u ta t io n  o f R i , th e  l o g a r i t h m i c  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n  
a n d  th e  d a t a  in  T a b le  4 .1  w e r e  u s e d  to  c a l c u l a t e  th e  v e lo c i ty  
g r a d i e n t ,  ∂u / ∂y  = u * /k y ;  th e  d e n s i t y  g r a d i e n t  w a s  o b ta in e d  f r o m  
F ig .  4 . 4 2 ,  w h e r e  th e  s a m e  c o n c e n t r a t i o n s  u s e d  to  p r e p a r e  F ig .  4 .6  
w e r e  p lo t t e d  a s  a  f u n c t io n  o f  y .) F o r  E x p . 113 , a  s i m i l a r  c o m ­
p u ta t io n  f o r  th e  p o in t  x  = 200  c m ,  z = 7 c m , a n d  y / d  = 0 .2 5 ,  w h ic h  
i s  in  th e  c e n t e r  o f  th e  l o w e r  h a l f  o f  th e  f lo w , y i e l d s  R i = 0 .0 3 4 .
T h e  d i f f e r e n c e  in  th e  R i c h a r d s o n  n u m b e r s  f r o m  th e  tw o  e x p e r i m e n t s  
i s  d u e  m o s t l y  to  a  f a c t o r  o f  t h r e e  d i f f e r e n c e  in  th e  v e lo c i ty  
g r a d i e n t s .  U s in g  t h e s e  d a ta  in  E q . 2 .1 9  g iv e s  λy ε y  = 0 .4 4  ( λ y ε y )o f o r  
E x p . 128 a n d  λyεy = 0. 86 (λ y εy )o  f o r  E x p . 113 . T h u s ,  v e r t i c a l
m ix in g  i s  s u p p r e s s e d  m u c h  m o r e  in  E x p . 128 th a n  in  E x p . 113; 
c o n s e q u e n t ly ,  s t r o n g e r  d e n s i t y - i n d u c e d  s e c o n d a r y  c u r r e n t s  a n d  
f a s t e r  l a t e r a l  m ix in g  s h o u ld  b e  e x p e c t e d  in  E x p . 128.
A s e c o n d ,  b u t  p r o b a b ly  l e s s  i m p o r t a n t ,  c a u s e  o f th e  d i f f e r e n c e s  
b e tw e e n  th e  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  in  E x p . 128 a n d  113 w a s  
th e  e x i s t e n c e  o f a  r e s i s t a n c e  to  f lo w  b y  th e  f lu m e  b o t to m  b u t  a b s e n c e  
o f s u c h  a  r e s i s t a n c e  b y  th e  f r e e  s u r f a c e .  I f  th e  o u tw a r d  d e n s i t y -
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in d u c e d  v e l o c i t i e s  te n d  to  b e  h i g h e r  th a n  th e  in w a r d  v e l o c i t i e s ,  a s  i s  
s t r o n g l y  s u g g e s t e d  b y  th e  s h a p e s  o f th e  c o n c e n t r a t i o n  i s o p l e t h s  f r o m  
E x p . 128 b u t  l e s s  s o  f r o m  E x p . 113 , th e n  th e  b o t to m  w o u ld  h a v e  
h i n d e r e d  th e  s e c o n d a r y  f lo w s  m o r e  in  E x p . 113 th a n  in  E x p . 128. 
L i m i t e d  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  in  q u i e s c e n t  f lu i d s  b y  S h a r p  (3 3 , 34) 
s u g g e s t  t h a t  th e  f r o n t  o f  a  d e n s i t y  u n d e r f lo w  p r o p a g a t e s  a lo n g  
a  h o r i z o n t a l  b o t to m  a b o u t  10 p e r c e n t  s lo w e r  th a n  th e  f r o n t  o f  a  
d e n s i t y  o v e r f lo w  p r o p a g a t e s  a lo n g  a  f r e e  s u r f a c e .  H o w e v e r ,  
d i f f e r e n c e s  o f t h i s  m a g n i tu d e  a r e  i n s u f f i c i e n t  to  c a u s e  th e  l a r g e  
d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  th e  d a t a  f r o m  E x p . 113 a n d  128.
A t te m p ts  to  a t t r i b u t e  th e  d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  th e  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n s  in  th e  tw o  e x p e r i m e n t s  to  o t h e r  p h e n o m e n a  w e r e  n o t  
s u c c e s s f u l .  T h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  th e  m o l e c u l a r  d i f f u s io n  
c o e f f i c i e n t s  f o r  m e t h y l  a lc o h o l ,  w h ic h  w a s  u s e d  to  m a k e  th e  
t r a c e r  f lu id  in  E x p . 128 l e s s  d e n s e ,  a n d  f o r  N a C l , w h ic h  w a s  
u s e d  to  m a k e  th e  t r a c e r  f lu id  in  E x p . 113 m o r e  d e n s e ,  i s  l e s s  
th a n  a  fe w  p e r  c e n t  ( s e e  e . g .  R e f . 27 , V o l . 5, p p . 6 7 , 6 9 ) . T h is  
d i f f e r e n c e  i s  u n d o u b te d ly  to o  s m a l l  to  h a v e  h a d  a  m e a s u r a b l e  
i n f lu e n c e  o n  th e  e x p e r i m e n t s .  N o r  i s  i t  r e a s o n a b l e  t h a t  v e r t i c a l  
v a r i a t i o n s  in  th e  l a t e r a l  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  w e r e  l a r g e  e n o u g h  
to  h a v e  c a u s e d  th e  d i f f e r e n c e s  in  th e  o b s e r v e d  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n s .
T h e  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  in  c r o s s - s e c t i o n s  d o w n s t r e a m  
f r o m  th e  w id e  s o u r c e ,  w h ic h  w a s  u s e d  in  e x p e r i m e n t s  to  o b s e r v e  
m ix in g  o f  tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s ,  a r e  s h o w n  f o r  tw o  e x p e r i m e n t s  
i n  F i g s .  4 . 8  a n d  4 . 9 .  T h e  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s  in  b o th  e x p e r i m e n t s
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F i g u r e  4 . 8  C r o s s - s e c t i o n s  w i th  l i n e s  o f  e q u a l  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  
c o n f lu e n c e  o f  tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  o f  th e  s a m e  d e n s i t y .  T h e  f lo w  c o n d i t io n  w a s  S 1. 
T h e  c r o s s e s  d e s ig n a t e  s a m p l in g  p o in t s .
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F i g u r e  4 . 9  C r o s s - s e c t i o n s  w i th  l i n e s  o f  e q u a l  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  
c o n f lu e n c e  o f tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  o f  d i f f e r e n t  d e n s i t y .  T h e  f lu id  o n  th e  l e f t  w a s  
0. 0 0 2 3 2  g m / c m 3 m o r e  d e n s e  th a n  th e  f lu id  on  th e  r i g h t .  T h e  f lo w  c o n d i t io n  w a s  S 1. T h e  
c r o s s e s  d e s i g n a t e  s a m p l in g  p o in t s .
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w e r e  th e  s a m e .  In  E x p . 177 , s h o w n  i n  F ig .  4 . 8 ,  th e  d e n s i t y  o f th e  
f lu id  in  b o th  s t r e a m s  w a s  th e  s a m e ;  m ix in g  w a s  m o s t l y  b y  t u r b u l e n t  
d i f f u s io n  a n d  th e  v a r i a t i o n  in  t r a c e r  c o n c e n t r a t i o n  o v e r  th e  d e p th  
w a s  s m a l l  a l m o s t  e v e r y w h e r e .  In  E x p . 181 , sh o w n  in  F ig .  4 . 9 ,  
th e  d e n s i t y  o f  th e  f l u i d in  th e  s t r e a m  o n  th e  l e f t  (w ith  th e  r e l a t i v e  
c o n c e n t r a t i o n  e q u a l  to  u n i ty )  w a s  0 .0 0 2 3 2  g m / c m 3 m o r e  d e n s e  
th a n  th e  f l u i d in  th e  s t r e a m  o n  th e  r i g h t  (w ith  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  
e q u a l  to  z e r o ) .  T h e r e f o r e ,  l a t e r a l  m ix in g  w a s  b y  b o th  t u r b u l e n t  
d i f f u s io n  a n d d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n .  B e c a u s e  th e  d e n s i t y  o f 
th e  f l u i d in  a  c r o s s - s e c t i o n  d e c r e a s e d  m o n o to n i c a l ly  f r o m  l e f t  
to  r i g h t ,  th e  c i r c u l a t i o n  p a t t e r n  w a s  p r o b a b l y  s i n g l e - c e l l e d a s  
s h o w n  in  F ig .  4 .1 0 .  F l u i d w i th  a  h ig h  t r a c e r  c o n c e n t r a t i o n  n e a r  
th e  b o t to m  w a s  c o n v e c te d  to  th e  r i g h t ,  a n d f l u i d w i th  a  l o w e r
F i g u r e  4 .1 0  C r o s s - s e c t i o n s  o f th e  f lu m e  s h o w in g  d e n s i t y - i n d u c e d  
s e c o n d a r y  c i r c u l a t i o n  p a t t e r n  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  
c o n f lu e n c e  o f  tw o  w i d e p a r a l l e l  s t r e a m s  o f  d i f f e r e n t  
d e n s i t y .
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c o n c e n t r a t i o n  n e a r  th e  s u r f a c e  w a s  c o n v e c te d  to  th e  l e f t .  T h e  
c o n c e n t r a t i o n  n e a r  th e  s u r f a c e  w a s  m e a s u r a b l y  l e s s  th a n  n e a r  
th e  b o t to m  e v e n  a t  x  = 2 0 0 0  c m . H e n c e ,  o n e  m a y  s u s p e c t  t h a t  
in  E x p . 181 d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n  m a y  h a v e  s t i l l  b e e n  
c o n t r i b u t i n g  to  l a t e r a l  m ix in g  e v e n  a t  th e  f a r t h e s t  d o w n s t r e a m  
c r o s s - s e c t i o n  w h e r e  d a t a  w e r e  t a k e n .
4 . 2 . 3  D e p t h - A v e r a g e d  C o n c e n t r a t i o n  D i s t r i b u t i o n s
4 . 2 . 3 . 1  C a lc u la t i n g  th e  D e p t h - A v e r a g e d  C o n c e n t r a t i o n s .  
T o  m e a s u r e  th e  e f f e c t s  o f d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  o n  l a t e r a l  m ix i n g ,  
i t  w a s  a d v a n ta g e o u s  to  a v e r a g e  th e  c o n c e n t r a t i o n s  o v e r  th e  d e p th  
a t  e a c h  l a t e r a l  p o s i t i o n  a c r o s s  th e  w id th  o f  th e  f lu m e .  T h e  d e p th -  
a v e r a g e d  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n ,  C , w a s  c a l c u l a t e d  n u m e r i c a l l y  
u s in g  E q . 4 .1 b :
(4.1 a )
(4.1 b)
F o r  a l l  c a l c u l a t i o n s ,  y  w a s  m e a s u r e d  f r o m  th e  s t a i n l e s s  s t e e l  b o t to m  
o f  th e  f lu m e .  T h e  t e r m s  y 1, y 2, e tc  a r e  th e  y - c o o r d i n a t e s  o f  th e  
s a m p l in g  p o i n t s ,  w h e r e  th e  c o n c e n t r a t i o n s  a r e  k n o w n . T h e s e  t e r m s  
a n d  t h e i r  u s e  in  E q . 4 .1 b a r e  f u r t h e r  c l a r i f i e d  in  th e  d e f in i t i o n  s k e t c h ,
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F ig .  4 .1 1 . T h e  a v e r a g e s ,  C , w e r e  l i s t e d  a s  p a r t  o f  th e  c o m p u t e r  
o u tp u t  in  th e  r o w s  l a b e l e d  A V E . in  T a b le  4 . 3 .
F i g u r e  4 .1 1  D e f in i t io n  s k e t c h  f o r  t e r m s  in  E q . 4 .1 b .
T h e  c r o s s e s  m a r k  s a m p l in g  p o in t s .
4 . 2 . 3 . 2  T h e  L a t e r a l  D i s t r i b u t i o n s  o f  C. T h e  d i s t r i b u t i o n s  
o f th e  d e p t h - a v e r a g e d  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  f r o m  e ig h t  o f th e  
e x p e r i m e n t s  a r e  s h o w n  in  F ig .  4 .1 2  th r o u g h  4 .1 9 .  T h e  e x p e r i m e n t a l  
d a ta  w e r e  p lo t t e d  a s  c i r c l e s  a n d  th e  s o l id  c u r v e s  w e r e  f i t t e d  to  th e  d a ta  
b y  e y e .  T h e  c r o s s e s  in  F ig .  4 .1 2  th r o u g h  4 .1 7  a r e  th e  e x p e r i m e n t a l  
d a ta  r e f l e c t e d  a c r o s s  th e  c e n t e r  l i n e .  T h e  c r o s s e s  w e r e  u s e d  a s  
a  g u id e  f o r  d r a w in g  th e  c u r v e s ,  b u t  th e  c u r v e s  w e r e  n o t  n e c e s s a r i l y  
d r a w n  th r o u g h  th e m .
- 8 1 -
L a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f C o b s e r v e d  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  
n a r r o w  1- c m - w i d e  s o u r c e  in  E x p . 125 , 116 , 113 , a n d  128 a r e  
s h o w n  in  F ig .  4 .1 2  to  4 .1 5 .  In  E x p . 125 an d  116 th e  d e n s i t i e s  
o f  th e  t r a c e r  a n d  a m b i e n t  f lu i d s  w e r e  e q u a l ;  t h e r e f o r e ,  m ix in g  
w a s  o n ly  b y  t u r b u l e n t  d i f f u s io n .  F o r  t h e s e  e x p e r i m e n t s  o n e  
s h o u ld  e x p e c t  C to  b e  g iv e n  b y  s o lu t i o n s  to  E q . 4 . 2 :
( 4 .2 )
I f  o n e  a s s u m e s  t h a t  th e  n a r r o w  s o u r c e  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  a  v e r t i c a l  
l in e  s o u r c e ,  th e  b o u n d a r y  c o n d i t io n  a t  th e  s o u r c e  i s  g iv e n  b y
w h e r e  δ ( z ) i s  th e  D i r a c  d e l t a  f u n c t io n ,  a n d  A i s  th e  s o u r c e  s t r e n g t h  
g iv e n  b y
T h e  s o lu t io n  to  E q . 4 .2  s a t i s f y i n g  th e  b o u n d a r y  c o n d i t io n  a t  x = 0 a n d
(4.3 a )
(4.3b )
i s  th e  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n :
( 4 .4 )
O f c o u r s e ,  t h i s  s o lu t io n  i s  v a l id  o n ly  w h e r e  th e  s i d e w a l l s  o f th e  
f lu m e  do  n o t  a f f e c t  th e  m ix in g .
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F i g u r e  4 .1 2  D e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
d o w n s t r e a m  f r o m  a  1- c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  
a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  th e  s a m e  a s  th e  a m b i e n t  f l u i d a n d 
w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f  1 .0 ;  E x p . 125.
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F i g u r e  4 .1 3  D e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
d o w n s t r e a m  f r o m  a  1 - c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  
a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  th e  s a m e  a s  th e  a m b i e n t  f lu id  a n d  
w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f  1 .0 ;  E x p . 116.
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F i g u r e  4 . 1 4  D e p th  - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
d o w n s t r e a m  f r o m  a  1 - c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  a  f lu id  
w i th  a  d e n s i t y  0 .0 1 6 0  g m / c m 3 m o r e  d e n s e  th a n  th e  a m b ie n t  
f l u i d a n d w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f  1 .0 ;  E x p . 113 .
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F i g u r e  4 .1 5  D e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
d o w n s t r e a m  f r o m  a  1 - c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  
a  f lu id  w ith  a  d e n s i t y  0 .0 1 5 8  g m / c m 3 l e s s  th a n  th e  a m b ie n t  
f lu id  a n d  w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f  1 .0 ;  E x p . 128.
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T h e  s h a p e  o f  th e  t h e o r e t i c a l  d i s t r i b u t i o n  w a s  c o m p a r e d  
w i th  th e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  b y  d r a w in g  G a u s s ia n  d i s t r i b u t i o n s  a s  
d a s h e d  c u r v e s  in  F ig .  4 .1 2  th r o u g h  4 .1 7 .  T h e s e  G a u s s i a n  c u r v e s  
h a v e  th e  s a m e  v a r i a n c e s ,  a r e a s ,  a n d  c e n t r o i d s  a s  th e  s o l id  c u r v e s  
a n d  th e y  f i t  th e  d a ta  f r o m  E x p . 125 a n d  113 w e l l .  T h e  t e c h n iq u e  
u s e d  to  c o m p u te  e a c h  o f  t h e s e  o b s e r v e d  p a r a m e t e r s  i s  d i s c u s s e d  
l a t e r .  I t  w i l l  a l s o  b e  s h o w n  t h a t  th e  v a r i a n c e s  o f th e  e x p e r i m e n t a l  
c u r v e s  g ro w  l ik e  x  a s  th e  s o lu t io n ,  E q . 4 . 4 ,  i m p l i e s .
L a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f C f r o m  E x p . 113 , in  w h ic h  
Δ ρ /ρ a = 0 .0 1 6 0 ,  a n d  f r o m  E x p . 128 , in  w h ic h  Δ ρ /ρ a = - 0 .0 1 5 8 ,  
a r e  s h o w n  in  F ig .  4 .1 4  a n d  4 .1 5 .  In  t h e s e  e x p e r i m e n t s ,  l a t e r a l  
m ix in g  c lo s e  to  th e  s o u r c e  w a s  b y  b o th  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  a n d  
d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n .  T h e r e ,  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f 
C w e r e  n o t  G a u s s ia n .  A t x  = 200  c m ,  th e  d i s t r i b u t i o n s  w e r e  
b i m o d a l ,  w h ic h  w a s  t y p i c a l  o f  d i s t r i b u t i o n s  c l o s e  to  th e  s o u r c e  in  
e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  t h e r e  w a s  a  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  b e tw e e n  th e  
t r a c e r  a n d  a m b ie n t  f l u i d s .  H o w e v e r ,  f a r t h e r  d o w n s t r e a m ,  w h e r e  
th e  e f f e c t s  o f th e  d e n s i t y  g r a d i e n t s  w e r e  u n i m p o r t a n t  a n d  m ix in g  
w a s  m o s t l y  b y  t u r b u l e n t  d i f f u s io n ,  th e  d i s t r i b u t i o n s  b e c a m e  G a u s s ia n ,  
w h ic h  i s  th e  e x p e c te d  a s s y m p t o t i c  b e h a v i o r .  O ne  c a n  s e e  in  F ig .  4 .1 3 ,  
4 .1 4 ,  a n d  4 .1 5  t h a t  th e  e f f e c t  o f  e i t h e r  a  p o s i t i v e  o r  a  n e g a t iv e  
d e n s i t y  d i f f e r e n c e  w a s  to  s p r e a d  th e  t r a c e r  o v e r  a  w i d e r  a r e a  a n d  
to  d i lu t e  th e  t r a c e r  m o r e  th a n  in  th e  e x p e r i m e n t  w i th o u t  a  d e n s i t y  
d i f f e r e n c e .  I t  i s  a l s o  e v id e n t  t h a t  a  n e g a t i v e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  h a s  
m o r e  e f f e c t  t h a n  a  p o s i t i v e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  o f  th e  s a m e  m a g n i tu d e .
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L a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f C f r o m  E x p . 150 a n d  152 w i th  th e  
2 0 - c m - w i d e  s o u r c e  a r e  s h o w n  in  F ig .  4 . 1 6  a n d  4 .1 7 ,  r e s p e c t i v e l y .
In  E x p . 150 , th e  f lu id  d i s c h a r g e d  f r o m  th e  s o u r c e  a n d  th e  a m b ie n t  
f lu id  h a d  th e  s a m e  d e n s i t y ;  w h e r e a s  in  E x p . 152 , th e  d e n s i t y  o f  th e  f lu id  
d i s c h a r g e d  f r o m  th e  s o u r c e  w a s  m o r e  d e n s e  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id  
b y  th e  r e l a t i v e  a m o u n t  Δ ρ /ρ a  = 0 .0 0 1 8 6 .  In  E x p . 150, th e  d i s t r i ­
b u t io n  w a s  n e a r l y  u n i f o r m  a c r o s s  th e  s o u r c e  a t  x  = 0; a t  x  = 200  c m  
th e  d i s t r i b u t i o n  w a s  s t i l l  u n i f o r m  o v e r  a  s m a l l  c e n t r a l  p a r t  o f  th e  
c u r v e ,  b u t  a t  x  = 500  c m  a n d  f a r t h e r  d o w n s t r e a m  th e  d i s t r i b u t i o n s  
b e c a m e  m o r e  n e a r l y  G a u s s ia n .  T h e  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  th e  
s o u r c e  in  E x p . 152 v a r i e d  m o r e  th a n  in  E x p . 150 . A lth o u g h
th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n s  o b s e r v e d  a t  x  = 0 in  f r o n t  o f  th e  
2 0 - c m -  a n d  12.5 - c m - w i d e  s o u r c e s  o c c a s i o n a l l y  v a r i e d  f r o m  th e  
m e a n  b y  u p  to  10 p e r  c e n t ,  th e  v a r i a t i o n s  s h o u ld  n o t  h a v e  h a d  l a r g e  
e f f e c t s  o n  th e  d i s t r i b u t i o n s  o b s e r v e d  d o w n s t r e a m .  In  E x p . 152 th e  
d i s t r i b u t i o n  w a s  b i m o d a l  a t  x  = 500 c m , b e c a m e  r o u n d e d  a t  x  = 1500 
c m , b u t  w a s  n e a r l y  G a u s s i a n  a t  x  = 2 0 0 0  c m . B y c o m p a r in g  
F i g .  4 .1 6  a n d  4 .1 7  o n e  c a n  a g a in  s e e  t h a t  th e  t r a c e r  w a s  s p r e a d  
o v e r  a  w i d e r  a r e a  a n d  p e a k  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n s  w e r e  
l o w e r  w h e n  t h e r e  w a s  a  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  b e tw e e n  th e  t r a c e r  
a n d  a m b ie n t  f lu i d s .
L a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  
f r o m  tw o  o f  th e  e x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  to  s tu d y  th e  m ix in g  o f  
tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  a r e  sh o w n  in  F ig .  4 .1 8  a n d  4 .1 9 .
- 8 8 -
F i g u r e  4 .1 6  D e p th  - a v e r  a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
d o w n s t r e a m  f r o m  a  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  
a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  th e  s a m e  a s  th e  a m b ie n t  f lu id  a n d  
w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f  0 .0 3 7 0 ;  E x p . 150.
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F i g u r e  4 .1 7  D e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
d o w n s t r e a m  f r o m  a  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  
a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  0 .0 0 1 8 6  g m / c m 3 m o r e  d e n s e  th a n  
th e  a m b ie n t  f lu id  a n d  w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f  
0 .0 3 8 5 ;  E x p . 152.
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A t x  = 0 th e  d i s t r i b u t i o n s  a c r o s s  th e  l e f t  h a l f  o f th e  c h a n n e l  in  t h e s e  
a n d  o t h e r  e x p e r i m e n t s  w e r e  n e a r l y  u n i f o r m  a n d  u s u a l l y  d e v ia t e d  
f r o m  th e  m e a n ,  C = 1, b y  l e s s  th a n  4 p e r  c e n t .  T h e  m a n n e r  in  
w h ic h  th e  d i s t r i b u t i o n s  d e v ia t e d  f r o m  th e  m e a n  w a s  n o t  c o n s i s t e n t  
f r o m  o n e  e x p e r i m e n t  to  th e  n e x t ,  n o r  w i th  t im e  d u r in g  o n e  e x p e r i ­
m e n t .  B e c a u s e  th e  w a t e r  s a m p l e s  t a k e n  to  o b t a in  th e  d i s t r i b u t i o n s  
a t  x  = 0 w e r e  n o t  t a k e n  a t  th e  s a m e  t im e  t h a t  s a m p l e s  w e r e  t a k e n  to  
o b t a in  d i s t r i b u t i o n s  i n  c r o s s - s e c t i o n s  d o w n s t r e a m ,  a n d  b e c a u s e  
s a m p l e s  w e r e  t a k e n  o n ly  in  th e  c e n t r a l  m ix e d  z o n e  i n  th e  d o w n s t r e a m  
c r o s s - s e c t i o n s ,  i t  w a s  n e c e s s a r y  to  a s s u m e  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n s  to  th e  l e f t  o f  th e  m e a s u r e d  p o i n t s .  U n i f o r m  d i s t r i b u t i o n s  
w e r e  a s s u m e d  a n d  a r e  sh o w n  a s  d a s h e d  l i n e s  i n  F ig .  4 .1 8  a n d  4 . 1 9 .
A t x  = 0 th e  a r e a s  u n d e r  th e  a s s u m e d  d i s t r i b u t i o n ,  C = l ,  a n d  th e  
m e a s u r e d  d i s t r i b u t i o n  w e r e  m a d e  e q u a l  b y  c h o o s in g  th e  a p p r o p r i a t e  
n o r m a l i z i n g  f a c t o r  i n  th e  d e f i n i t i o n  o f  C.
In  E x p . 177 , m ix in g  w a s  o n ly  b y  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  b e c a u s e  
th e  d e n s i t i e s  o f th e  f lu id s  o n  b o th  s i d e s  o f th e  f lu m e  w e r e  th e  s a m e .  
H e n c e ,  o n e  s h o u ld  b e  a b le  to  p r e d i c t  th e  c o n c e n t r a t i o n s ,  a s  w a s  
d o n e  f o r  E x p . 125 a n d  116 , b y  s o lv in g  E q . 4 . 2  b u t  w i th  th e  b o u n d a r y  
c o n d i t io n s
(4.5 a )
(4.5b )
a n d
(4.5 c )
(4 .5d)
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F i g u r e  4 .1 8  D e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
d o w n s t r e a m  f r o m  th e  c o n f lu e n c e  o f  tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  
o f th e  s a m e  d e n s i t y ;  E x p . 177.
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F i g u r e  4 .1 9  D e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
d o w n s t r e a m  f r o m  th e  c o n f lu e n c e  o f  tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  
of d i f f e r e n t  d e n s i ty ;  E x p . 181 . F lu id  w i th  C= 1 i s  0 .0 0 2 3 2  
g m / c m 3 m o r e  d e n s e  th a n  f lu id  w i th  C  = 0.
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T h e  s o lu t i o n  to  E q . 4 . 2  w i th  t h e s e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  i s
( 4 .6 )
w h e r e  th e  e r r o r  f u n c t io n ,  e r f ,  i s  d e f in e d  a s
W h e n  u s in g  th e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  E q . 4 . 5 ,  o n e  a s s u m e s  t h a t  th e  
f lu m e  i s  i n f i n i t e l y  w id e ;  t h e r e f o r e ,  j u s t  a s  E q . 4 . 4 ,  E q . 4 . 6  i s  
o n ly  v a l id  w h e r e  th e  w a l l s  o f th e  f lu m e  do  n o t  i n f l u e n c e  th e  m ix in g .
E q . 4 . 6  i s  a  s y m m e t r i c a l  S - s h a p e d  c u r v e  s i m i l a r  to  th e  
e x p e r i m e n t a l  c u r v e s  d r a w n  in  F i g .  4 .1 8 ;  h o w e v e r ,  w h e n  p lo t t e d  
o n  a r i t h m e t i c  p r o b a b i l i t y  p a p e r  E q . 4 . 6  i s  a  s t r a i g h t  l i n e .  T h e  
d e g r e e  to  w h ic h  th e  s h a p e  o f  E q . 4 . 6  f i t s  th e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
w a s  c h e c k e d  b y  p lo t t in g  th e  d a t a  o n  p r o b a b i l i t y  p a p e r .  B e c a u s e  th e  
r e s u l t s  p r e s e n t e d  in  F ig .  4 .2 0 a  s h o w  th a t  th e  d a t a  do  l i e  a lo n g  
s t r a i g h t  l i n e s ,  o n e  m a y  c o n c lu d e  t h a t  E q . 4 . 6  a d e q u a t e ly  a p p r o x i m a t e s  
th e  s h a p e  o f th e  e x p e r i m e n t a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s .  L a t e r  
i t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t  th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f 
∂ C / ∂ z , w h ic h  c h a r a c t e r i z e s  th e  w id th  o f  th e  m ix e d  z o n e ,  g r e w  l ik e  
x , a s  E q . 4 . 6  i m p l i e s .
T h e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n s  
f r o m  E x p . 181 , in  w h ic h  th e  f lu id  o n  th e  l e f t  w a s  0 .0 0 2 3 2  g m / c m 3 
m o r e  d e n s e  th a n  th e  f lu id  o n  th e  r i g h t ,  a r e  s h o w n  in  F ig .  4 .1 9 .
C lo s e  to  th e  s o u r c e ,  w h e r e  th e  e f f e c t  o f  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  w a s  
s t r o n g e s t ,  th e  d i s t r i b u t i o n s  w e r e  n o t  s y m m e t r i c  a s  th e y  w e r e  in
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F i g u r e  4 .2 0  D e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s ,  o n  a r i t h m e t i c  
p r o b a b i l i t y  p a p e r ,  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  c o n f lu e n c e  o f  tw o  w id e  p a r a l l e l  
s t r e a m s ;  F lo w  S 1. a) E x p . 177 , (b) E x p . 181.
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E x p . 177. A t x  = 200  c m  a n d  500  c m  th e  c u r v e s  a r e  c o n c a v e  d o w n ­
w a r d  a c r o s s  m o s t  o f  th e  m ix e d  z o n e . T h e  a s y m m e t r y  o f th e  
d i s t r i b u t i o n s  w a s  p r o b a b l y  d u e  to  d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  th e  l a t e r a l  
c o m p o n e n t s  o f  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n  n e a r  th e  b o t to m  a n d  
c lo s e  to  th e  s u r f a c e .  T h e  r e a s o n  f o r  th e  d i f f e r e n c e  w a s  p r o b a b ly  
c a u s e d  b y  a  d i f f e r e n c e  in  th e  R i c h a r d s o n  n u m b e r s  b e tw e e n  th e  
b o t to m  a n d  to p  a s  w a s  m e n t io n e d  in  th e  f i r s t  p a r t  o f t h i s  s u b s e c t i o n  
w h e n  d i s c u s s i n g  th e  d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n s  
in  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  h e a v y  a n d  l i g h t  t r a c e r  f l u i d s .
T h e  d a ta  f r o m  E x p . 181 w e r e  a l s o  p lo t t e d  o n  p r o b a b i l i t y  
p a p e r  a n d  a r e  s h o w n  i n  F ig .  4 .2 0 b . A t x  = 200  c m  a n d  500 c m  th e  
d a t a  d e v ia t e  c o n s i d e r a b l y  f r o m  a  s t r a i g h t  l i n e .  H o w e v e r ,  a t  
x  = 1000 c m  a n d  f a r t h e r  d o w n s t r e a m  th e  d a ta  do l i e  a lo n g  s t r a i g h t  
l i n e s  i n d i c a t i n g  t h a t  E q . 4 . 6  f i t s  th e  s h a p e s  o f t h e s e  d i s t r i b u t i o n s  
w e l l .  O n e  c a n  a l s o  s e e  t h a t  th e  w id th  o f  th e  m ix e d  z o n e  w a s  w i d e r  in  
in  E x p . 181 th a n  in  E x p . 177.
4 . 2 . 4  V a r i a n c e s  o f  th e  L a t e r a l  C o n c e n t r a t i o n  D i s t r i b u t i o n s
4 . 2 . 4 . 1  C a l c u l a t i o n s  o f  th e  V a r i a n c e s .  In  C h a p te r  2
i t  w a s  m e n t io n e d  t h a t  th e  d e p t h - a v e r a g e d  l a t e r a l  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t ,
ε z , c a n  b e  c a l c u l a t e d  w i th  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  s o u r c e s  o f 
f i n i t e  w id th  b y  u s in g  th e  e x p r e s s i o n
(2.10a)
w h e r e  σ 2 i s  th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  d e p th -
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a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n .  In  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  w id e  s o u r c e ,  u s e d
to  s tu d y  th e  m ix in g  o f tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s ,  σ 2 d, th e  v a r i a n c e
o f th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f ∂ C / ∂ z , i s  u s e d  in  E q . 2 .1 0 a  i n  p l a c e  o f
σ 2 . T h e  a p p r o p r i a t e  v a r i a n c e  w a s  c a l c u l a t e d  a t  e a c h  c r o s s - s e c t i o n
in  a l l  e x p e r i m e n t s .  T h e  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th o u t  d e n s i t y
d i f f e r e n c e s  w e r e  u s e d  to  c a l c u l a t e  εz , a n d  th e  v a r i a n c e s  f r o m  a l l
e x p e r i m e n t s  w e r e  u s e d  to  c h a r a c t e r i z e  th e  w id th s  o f  th e  t r a c e r  
p lu m e s  o r  m ix e d  z o n e s .
T h e  v a r i a n c e s  w e r e  c a l c u l a t e d  n u m e r i c a l l y  b y  t a k in g  th e  
s e c o n d  m o m e n ts  o f  th e  d i s t r i b u t i o n s ,  d e f in e d  b y  th e  e x p e r i m e n t a l  
c u r v e s ,  a b o u t  t h e i r  c e n t r o i d s  a n d  d iv id in g  b y  th e  a r e a s  u n d e r  th e  
d i s t r i b u t i o n s .  T h e  v a r i a n c e  σ 2 w a s  c a l c u l a t e d  u s in g  E q . 4.7b:
(4.7 a )
(4.7b)
a n d  σ2d w a s  c a l c u l a t e d  u s in g  E q . 4 .8b :
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(4.8 a )
(4.8b)
T h e  r a n g e  z 1 < z < z1 +  (n +  1)Δz w a s  c h o s e n  s u f f i c i e n t l y  w id e  to  in c lu d e  
a l l  n o n z e r o  t e r m s  in  th e  s u m m a t i o n s .  T h e  t e r m s  z a n d  z d a r e  th e  
z - c o o r d i n a t e s  o f  th e  c e n t r o i d s  o f  th e  d i s t r i b u t i o n s  o f  C a n d  o f
∂C/∂z, r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  c o o r d i n a t e s  w e r e  c a l c u l a t e d  b y  t a k in g  th e  
f i r s t  m o m e n t s  o f  th e  d i s t r i b u t i o n s  a b o u t  z = 0 , a n d  d iv id in g  b y  th e  
a r e a s ;
(4 .9 a )
(4 .9b )
a n d
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(4 .10a)
(4.10b)
T h e  v a r i a n c e s ,  th e  c o o r d i n a t e s  o f th e  c e n t r o i d s ,  a n d  th e  a r e a s  u n d e r  
th e  d i s t r i b u t i o n s  a r e  l i s t e d  f o r  a l l  e x p e r i m e n t s  in  T a b le s  A 1 a n d  A 2 
o f  th e  a p p e n d ix .  T h e  v a r i a n c e s  a r e  a l s o  p r e s e n t e d  g r a p h i c a l l y  l a t e r  
in  t h i s  c h a p t e r .
T o  u s e  th e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  v a lu e s  o f  C w e r e  o b t a in e d  f r o m  th e  
e x p e r i m e n t a l  c u r v e s  a t  i n t e r v a l s ,  Δz , u s u a l l y  e q u a l  to  1 c m . T h e  
a c c u r a c y  o f  th e  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n s  w a s  c h e c k e d  b y  u s in g  E q . 4 .7b 
a n d  4 .9b w i th  a n  i n t e r v a l  Δz e q u a l  to  0 .2σ to  c o m p u te  th e  v a r i a n c e  
a n d  a r e a  o f a  n o r m a l i z e d  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  w h ic h  h a d  a  v a r i a n c e  
a n d  a n  a r e a  e q u a l  to  u n i ty .  T h e  c o m p u t a t i o n s  g a v e  a  v a r i a n c e  o f  0 .9 9 8  
a n d  a n  a r e a  o f  1 .0 0 0 .
I t  i s  p o s s i b l e  to  u s e  th e  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  w id e  
s o u r c e  to  o b ta in  v a r i a n c e s  d o w n s t r e a m  f r o m  a  110 - c m - w i d e  s o u r c e .  
O ne m a y  a s s u m e  t h a t  th e  l e f t  w a l l  o f th e  f lu m e  w a s  th e  c e n t e r  l in e  
o f  a  110 - c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  e q u a l  
to  o r  g r e a t e r  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id .  In  t h i s  c a s e  th e  f lu id  to  th e  
l e f t  o f  th e  d iv id in g  w a l l  r e p r e s e n t s  h a l f  o f  th e  s o u r c e  a n d  th e  f lu id  
to  th e  r i g h t  o f  th e  w a l l  r e p r e s e n t s  th e  a m b i e n t  f lu id .  O n e  c a n  a l s o
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a s s u m e th a t  th e  f lu id  to  th e  r i g h t  o f  th e  d iv id in g  w a l l  r e p r e s e n t s  
h a l f  o f  a  1 1 0 - c m - w id e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  f lu id  w i th  a 
d e n s i t y  e q u a l  to  o r  l e s s  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id .  In  t h i s  
c a s e ,  th e  a m b i e n t  f lu id  i s  r e p r e s e n t e d  b y  th e  f lu id  to  th e  l e f t  o f  
th e  d iv id in g  w a l l .  F o r  e i t h e r  c a s e ,  th e  v a r i a n c e  o f  a  l a t e r a l  
c o n c e n t r a t io n  d i s t r i b u t i o n ,  σ 2 , c a n  b e  c a l c u l a t e d  b y  t a k in g  th e  
s e c o n d  m o m e n t  a b o u t  th e  a p p r o p r i a t e  s id e w a l l  o f  th e  f lu m e .  H o w e v e r ,  
w h e n  t a k in g  m o m e n t s  a b o u t  th e  r i g h t  w a l l ,  o n e  m u s t  r e d e f i n e  th e  
r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  so  t h a t  C = 1 to  th e  r i g h t  o f  th e  d iv id in g  w a l l  
a n d  C = 0 to  th e  l e f t .
A  d i f f i c u l ty  w i th  t h i s  m e th o d  o f  c a l c u l a t i n g  σ 2 i s  t h a t  th e  
c a l c u l a t i o n s  a r e  v e r y  s e n s i t i v e  to  e r r o r  s i n  t h e  o b s e r v e d  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n s .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  o n ly  v a lu e s  o f  σ2d a r e  p r e s e n t e d  in  
t h i s  t e x t .  H o w e v e r ,  i t  i s  p o s s i b l e  to  s h o w  th a t
( 4 .1 1 )
i f  th e  d i s t r i b u t i o n  o f  ( C - 1/2) i s  a n  o d d  f u n c t io n  o f  z . T h u s ,  f a r  d o w n ­
s t r e a m  in  e x p e r i m e n t s  w i th  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s ,  a n d  e v e r y w h e r e  in  
e x p e r i m e n t s  w i th o u t  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s ,  o n e  c a n  u s e  E q . 4 .1 1  a n d  
th e  d a t a  to  c o m p u te  th e  v a r i a n c e s ,  σ 2 (x ), d o w n s t r e a m  f r o m  a  1 1 0 - c m -  
w id e  s o u r c e .
In  a l l  e x p e r i m e n t s ,  e x c e p t  n u m b e r s  128 a n d  132 , n e i t h e r  th e  
p lu m e  n o r  th e  m ix e d  z o n e  r e a c h e d  th e  s i d e w a l l s  o f th e  f lu m e .  T h u s ,  
o n e  m a y  e x p e c t  t h a t  th e  s i d e w a l l s  d id  n o t  h a v e  m u c h  e f f e c t  o n  th e  
m e a s u r e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  n o r  o n  th e  c o m p u te d  v a lu e s  o f
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σ 2 o r  σ2d. T h e  e f f e c t s  o f th e  s id e w a l l s  o n  th e  d a t a  w e r e  i n v e s t i g a t e d  
f o r  s o m e  e x p e r i m e n t s  b y  p lo t t in g  th e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n s  o f  th e  
d e p th - a v e r  a g e d c o n c e n t r a t i o n s  o n  a r i t h m e t i c  p r o b a b i l i t y  p a p e r .  
B e c a u s e  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  C w e r e  n e a r l y  G a u s s i a n  in  
e x p e r i m e n t s  u s in g  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e  a n d n e u t r a l l y  b u o y a n t  
t r a c e r  f l u i d s ,  th e  c u m u la t iv e  di s t r i b u t i o n s  f r o m  t h e s e  
e x p e r i m e n t s  s h o u ld a p p r o x i m a t e  s t r a i g h t  l i n e s  w h e n  p l o t t e d on 
a r i t h m e t i c  p r o b a b i l i t y  p a p e r .  W h e n  th e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  
o f a  G a u s s ia n  c u r v e  i s  p l o t t e d o n  a r i t h m e t i c  p r o b a b i l i t y  p a p e r ,  
th e  v a r i a n c e  c a n  b e  o b t a i n e d b y  m e a s u r i n g  th e  d i s t a n c e  b e tw e e n  th e  
p o in ts  z 8 4 .1  ( w h e r e  P ( x ,  z )  = 8 4 .1  p e r c e n t )  a n d  z 1 5 .9  ( w h e re  
P ( x ,  z )  = 1 5 .9  p e r c e n t )  a n d b y  u s in g  th e  e x p r e s s i o n
( 4 .1 2 )
A ls o ,  th e  c e n t r o i d i s  a t  z 5 0 , w h e r e  P ( x ,  z) = 50 p e r c e n t .
T h e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n ,  P ( x ,  z ) ,  e x p r e s s e d a s  a  p e r c e n t  
o f  th e  a r e a  u n d e r  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n ,  w a s  
c a l c u l a t e d  b y  u s in g  E q . 4 .13b;
(4.13a)
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(4.13b)
T h e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n s  f r o m  E x p . 125 , in  w h ic h  th e  
s o u r c e  w a s  1 c m  w id e  a n d  th e  t r a c e r  f lu id  w a s  n e u t r a l l y  b u o y a n t ,  
a r e  p r e s e n t e d  in  F ig .  4 . 2 1 .  T h e  p o in t s  w e r e  o b t a in e d  b y  u s in g  
E q . 4 .13b w i th  v a lu e s  o f  C o b ta in e d  f r o m  th e  s o l id  c u r v e s  d r a w n  
th r o u g h  th e  o r i g i n a l  d a t a  in  F i g .  4 .1 2 ;  th e  o p e n  c i r c l e s  i n  F ig .  4 .2 1  
m a r k  th e  l o c a t i o n s  o f  d a t a  p o in t s  in  F ig .  4 .1 2 . T h e  p o in t s  in  
F i g .  4 .2 1  l i e  a lo n g  w e l l  d e f in e d  s t r a i g h t  l i n e s  in  th e  r a n g e  P ( x ,  z ) =
1 p e r c e n t  to  99 p e r c e n t .  T h e  d e v ia t i o n s  f r o m  th e  s t r a i g h t  l i n e s  
o u t s i d e  t h i s  r a n g e  a r e  c o n s i s t e n t l y  in  th e  d i r e c t i o n  w h ic h  w o u ld  
b e  c a u s e d  b y  th e  s i d e w a l l s  h i n d e r i n g  l a t e r a l  d i f f u s io n  a t  th e  e d g e s  
o f  th e  d i s t r i b u t i o n s .  H o w e v e r ,  b e c a u s e  th e  d e v ia t i o n s  do  n o t  
i n c r e a s e  w i th  i n c r e a s i n g  p lu m e  w i d t h s ,  th e  d e v ia t i o n s  a r e  m o r e  
l i k e l y  d u e  to  e i t h e r  c o n s i s t e n t  e r r o r s  in  d r a w in g  th e  t a i l s  o f  th e  
c u r v e s  in  F ig .  4 . 1 2 ,  o r  th e  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  n o t  b e in g  
G a u s s i a n  a t  th e  e d g e s .
V a lu e s  o f  σ 2 w e r e  c a l c u l a t e d  f o r  E x p . 125 b y  d r a w in g  
s t r a i g h t  l i n e s  th r o u g h  th e  l i n e a r  p a r t s  o f  th e  d i s t r i b u t i o n s  in  
F ig .  4 .2 1  a n d  b y  u s in g  E q . 4 . 1 2 .  T h e s e  v a r i a n c e s  a r e  g iv e n  
in  T a b le  4 . 4  a n d  a r e  c o m p a r e d  w i th  th e  v a r i a n c e s  t h a t  w e r e  
c a l c u l a t e d  b y  u s in g  th e  m e th o d  o f  m o m e n t s ,  E q . 4 .7 b . T h e  
d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  th e  v a r i a n c e s  t h a t  w e r e  c a l c u l a t e d  b y  th e  tw o
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F i g u r e  4 .2 1  C u m u la t iv e  d i s t r i b u t i o n s  o f  d e p t h - a v e r a g e d
c o n c e n t r a t i o n s  f r o m  E x p . 125 , Δ ρ /ρ a = 0 .
T a b le  4 . 4  V a r i a n c e s  o f l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f d e p th -  
a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n s  in  E x p . 125.
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m e th o d s  a r e  s m a l l .  B e c a u s e  a n o m a l i e s  in  th e  t a i l s  o f  th e  
d i s t r i b u t i o n s  do  n o t  a f f e c t  th e  v a lu e s  o f  σ 2 c a l c u l a t e d  w i th  
E q . 4 .1 2 ,  a n d  b e c a u s e  v a lu e s  o f  σ 2 g iv e n  b y  E q . 4 .1 2  a n d  4 .7b 
a r e  n e a r l y  th e  s a m e ,  o n e  c a n  c o n c lu d e  t h a t  th e  s i d e w a l l s  h a d  l i t t l e  
e f f e c t  o n  th e  v a lu e s  o f  σ 2 t h a t  w e r e  c a l c u l a t e d  f o r  E x p . 125 b y  
th e  m e th o d  o f  m o m e n t s .  A ls o ,  b e c a u s e  th e  p lu m e  w a s  w i d e r  in  
E x p . 125 th a n  in  m o s t  o t h e r  e x p e r i m e n t s ,  o n e  c a n  c o n c lu d e  th a t  
th e  s id e w a l l s  h a d  l i t t l e  e f f e c t  o n  th e  l a t e r a l  m ix in g  o f t r a c e r  f lu id s  
in  m o s t  o f  th e  e x p e r i m e n t s  i n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n .
In  E x p . 128 a n d  132 i n  w h ic h  th e  p lu m e s  d id  r e a c h  th e  s i d e -  
w a l l s ,  th e  v a r i a n c e s  w e r e  c a l c u l a t e d  w i th  E q . 4 . 1 2 ;  h o w e v e r ,
E q . 4 .7b w a s  u s e d  to  c a l c u l a t e  σ2 f o r  a l l  o t h e r  e x p e r i m e n t s .
T h e  r i g h t  h a n d  s id e  o f  E q . 4 . 1 2  c a n  a l s o  b e  u s e d  to  c a l c u l a t e
σ 2d, f o r  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  d e f in e d  b y  E q . 4 . 6 .  T h e  v a lu e s  
o f σ2d c a l c u l a t e d  f o r  E x p . 177 b y  u s in g  E q . 4 . 1 2  a l s o  a g r e e  w e l l  w i th  
t h o s e  o b t a in e d  b y  u s in g  E q . 4 .8b; h o w e v e r ,  th e  l a t t e r  e q u a t io n  w a s  
u s e d  to  c a l c u l a t e  a l l  d a t a  p r e s e n t e d  in  t h i s  t e x t .
4 . 2 . 4 . 2  P r e s e n t a t i o n  o f  th e  V a r i a n c e s .  T h e  v a r i a n c e s  
σ 2 a n d  σ2d, w h ic h  w e r e  c a l c u l a t e d  b y  th e  m e th o d s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  a r e  
p r e s e n t e d  in  F i g .  4 .2 2 a  to  4 .3 3 a  a s  f u n c t io n s  o f  x , th e  d i s t a n c e  
d o w n s t r e a m  f r o m  th e  s o u r c e .  T h e  s a m e  d a t a  a r e  p r e s e n t e d  in  
T a b le  A1 a n d  A 2 o f  th e  a p p e n d ix .  (In p a r t s  b  o f  t h e s e  f i g u r e s ,  Cv , 
a v e r a g e d  c o e f f i c i e n t s  o f  v a r i a t i o n  o f  th e  v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  
p r o f i l e s  a r e  g iv e n .  T h e  q u a n t i ty  C v  i s  d e f in e d  a n d  t h e s e  d a t a  a r e
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d i s c u s s e d  i n  S u b s e c t io n  4 . 2 . 5  o f  t h i s  c h a p t e r . ) A ll  d a t a  t h a t  
a p p e a r  o n  o n e  f i g u r e  a r e  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  s a m e  h y d r a u l i c  
c o n d i t io n s  a n d  s o u r c e ,  b u t  w i th  t r a c e r  f lu id s  o f d i f f e r e n t  d e n s i t i e s .
T h e  s o l id  c u r v e s  in  th e  f i g u r e s  w e r e  f i t t e d  to  th e  d a t a  b y  e y e .
In  a t  l e a s t  o n e  o f  th e  e x p e r i m e n t s  p r e s e n t e d  o n  e a c h  f i g u r e ,
Δ ρ /ρ a = 0 . E x c e p t  f o r  v e r y  c lo s e  to  th e  s o u r c e ,  σ 2 (x ) i s  l i n e a r  f o r
t h e s e  e x p e r i m e n t s  w h ic h  i n d i c a t e s  t h a t  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o e f f i c i e n t s ,
εz , w e r e  n o t  f u n c t io n s  o f  x . T h e  s lo p e s  o f t h e s e  c u r v e s  a n d  v a lu e s  o f 
ε z a r e  g iv e n  in  C h a p te r  5. F o r  th e  p r e s e n t ,  i t  i s  w o r t h  n o t in g  t h a t  th e  
d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  th e  s lo p e s  o f th e  v a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e s  a r e  
s m a l l  f o r  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  s a m e  f lo w  c o n d i t io n s  a n d  w i th  Δ ρ /ρ a  = 0 
b u t  w i th  d i f f e r e n t  s o u r c e s .  T h is  i s  t r u e  e v e n  f o r  E x p . 170 (sh o w n  in  
F ig .  4 .2 5 a )  in  w h ic h  th e  1 0 - c m - w id e  s o u r c e  w a s  p l a c e d  a g a i n s t  th e  
l e f t  w a l l  o f th e  f lu m e  a n d  f o r  w h ic h  th e  d a t a  w e r e  a n a ly s e d  a s  i f  th e  
w a l l  w e r e  th e  c e n t e r  l in e  o f  a  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e .  A l l  o t h e r  d a t a  a r e  
f r o m  e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  th e  p lu m e  o r  m ix e d  z o n e s  w e r e  o n  th e  f lu m e  
c e n t e r  l in e .
In  e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  t h e r e  w a s  a  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  
b e tw e e n  th e  t r a c e r  a n d  a m b ie n t  f l u i d s ,  th e  v a r i a n c e s  c l o s e  to  th e  
s o u r c e  i n c r e a s e d  m o r e  r a p i d l y  t h a n  in  e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  t h e r e  
w e r e  n o  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s .  F a r  d o w n s t r e a m ,  th e  v a r i a n c e s  
i n c r e a s e d  a t  th e  s a m e  r a t e  a s  in  e x p e r i m e n t s  i n  w h ic h  Δ ρ /ρ a = 0.
T h e  l a r g e  i n i t i a l  i n c r e a s e s  in  th e  v a r i a n c e s  w e r e  d u e  to  s e c o n d a r y  
f lo w s  w h ic h  w e r e  i n d u c e d  b y  th e  l a r g e  i n i t i a l  l a t e r a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s .
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F a r  d o w n s t r e a m ,  w h e r e  th e  w id th s  o f  th e  p lu m e s  o r  th e  m ix e d
z o n e s  b e c a m e  l a r g e  a n d  th e  l a t e r a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  b e c a m e  s m a l l ,
th e  m a g n i tu d e s  o f  th e  s e c o n d a r y  c u r r e n t  v e l o c i t i e s  d e c r e a s e d ,  a n d
m ix in g  b y  d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n  b e c a m e  i n s i g n i f i c a n t  c o m p a r e d
to  m ix in g  b y  t u r b u l e n t  d i f f u s io n .  T h e r e ,  th e  v a r i a n c e - d i s t a n c e
c u r v e s  w e r e  d r a w n  so  t h a t  th e y  w e r e  l i n e a r  a n d  p a r a l l e l  to  t h o s e
o b ta in e d  in  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  Δ ρ /ρ a =  0.
T h e  e f f e c t  o f  a n  i n i t i a l  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  o n  a  v a r i a n c e -  
d i s t a n c e  c u r v e  f a r  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  s o u r c e  th u s  a p p e a r s  a s  a  
v e r t i c a l  d i s p l a c e m e n t  o f  th e  c u r v e .  T h e  d i f f e r e n c e  in  v a r i a n c e s  
b e tw e e n  e x p e r i m e n t s  w i th  Δ ρ /ρ a = 0 a n d  Δ ρ /ρ a ≠ 0 m e a s u r e d  a t  
s o m e  v a lu e  o f x  w h e r e  th e  v a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e s  a r e  p a r a l l e l  
w i l l  b e  c a l l e d  th e  e x c e s s  v a r i a n c e  d e n o te d  b y  Δσ2 . B y e x a m in in g  
th e  d a ta  in  th e  f i g u r e s ,  o n e  c a n  s e e  t h a t  th e  e x c e s s  v a r i a n c e  
i n c r e a s e s  w i th  th e  i n i t i a l  d e n s i t y  d i f f e r e n c e .  B y  c o m p a r in g  th e  
d a t a  in  F ig .  4 .2 2  f r o m  E x p . 147 w i th  th e  d a t a  f r o m  E x p . 121 , a n d  
th e  d a t a  in  F ig .  4 . 2 7  f r o m  E x p . 128 w i th  th e  d a t a  f r o m  E x p . 113 
a n d  114 , o n e  c a n  s e e  t h a t  a n  i n i t i a l  n e g a t i v e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  
c a u s e s  a  l a r g e r  e x c e s s  v a r i a n c e  th a n  a  p o s i t i v e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  
o f  th e  s a m e  m a g n i tu d e .  A  q u a n t i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  Δσ2 o b ta in e d  
f r o m  th e  d a t a  i s  g iv e n  in  C h a p te r  5.
In  T a b le  A 1, d a t a  a r e  p r e s e n t e d  f r o m  tw o  s e t s  o f  e x p e r i m e n t s  
w i th  f lo w  S 1 a n d  w i th  th e  12.5 - c m - w i d e  s o u r c e ,  E x p . 156 to  161 
a n d  E x p . 162 to  167 . O n ly  th e  d a t a  f r o m  th e  s e c o n d  s e t  a r e  p r e s e n t e d  
g r a p h i c a l l y  in  t h i s  s u b s e c t i o n  a n d  a r e  u s e d  i n  C h a p te r  5 in  th e
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F i g u r e  4 . 22 a ) V a r i a n c e -  a n d  b )  C o e f f i c i e n t  o f v a r i a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S1 a n d  th e  1 - c m -
w id e  s o u r c e .
- 10 7 -
F i g u r e  4 .2 3  a )  V a r i a n c e -  a n d  b ) C o e f f i c i e n t  o f v a r i a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  12.5 - c m -
w id e  s o u r c e .
- 10 8 -
F i g u r e  4 . 24  a ) V a r i a n c e -  a n d  b ) C o e f f i c i e n t  o f v a r i a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  2 0 - c m -
w id e  s o u r c e .
- 1 09 -
F i g u r e  4 . 25 a ) V a r i a n c e -  a n d  b ) C o e f f i c ie n t  o f  v a r i a t i o n - d i s t a n c e  
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  1 0 - c m -  
w id e  s o u r c e .  S o u r c e  p l a c e d  a g a i n s t  l e f t  s i d e w a l l  o f 
f lu m e  a n d  d a t a  a n a ly s e d  a s  i f  w a l l  w e r e  c e n t e r  l in e  o f 
2 0 - c m - w i d e  s o u r c e .
-1 1 0 -
F i g u r e  4. 26 a ) V a r i a n c e -  a n d  b )  C o e f f i c ie n t  o f v a r i a t i o n - d i s t a n c e  
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  w id e  
s o u r c e .
- 1 1 1 -
F i g u r e  4 .2 7  a ) V a r i a n c e -  a n d  b ) C o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n -
d i s t a n c e  c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S2
a n d  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .
-1 1 2 -
F i g u r e  4 .2 8  a ) V a r i a n c e -  an d  b ) C o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 2  a n d  th e  2 0 - c m -
w id e  s o u r c e .
-1 1 3 -
F i g u r e  4 .2 9  a ) V a r i a n c e -  a n d  b ) C o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n -
d i s t a n c e  c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w
S3 a n d  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .
- 11 4 -
F i g u r e  4 . 30 a) V a r i a n c e -  a n d  b ) C o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  R 1 a n d  th e  1 - c m -
w id e  s o u r c e .
-1 1 5 -
F i g u r e  4 .3 1  a )  V a r i a n c e -  a n d  b )  C o e f f i c i e n t  o f v a r i a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  R 1 a n d  th e  w id e
s o u r c e .
-1 1 6 -
F i g u r e  4. 32 a) V a r i a n c e -  a n d  b ) C o e f f i c ie n t  o f  v a r i a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  R 2 a n d  th e  1 - c m -
w id e  s o u r c e .
-1 1 7 -
F i g u r e  4 . 33 a )  V a r i a n c e -  a n d  b ) C o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  R 2 a n d  th e  2 0 - c m -
w id e  s o u r c e .
- 1 1 8 -
a n a l y s e s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s .  T h e  d a t a  f r o m
th e  f i r s t  s e t  w e r e  o m i t t e d  b e c a u s e  th e  f lo w  i m m e d i a t e l y  d o w n s t r e a m
f r o m  th e  s o u r c e  w a s  e x c e s s i v e l y  a g i t a t e d  b y  a  h y d r a u l i c  j u m p  w h ic h
w a s  c r e a t e d  b e tw e e n  th e  g u id e  w a l l s  b y  th e  j e t s  f r o m  th e  m a n i f o ld .
A lth o u g h  th e  v a lu e s  o f  εz w e r e  n o t  a f f e c te d ,  e l i m i n a t i n g  th e  h y d r a u l i c
ju m p  in  th e  s e c o n d  s e t  o f e x p e r i m e n t s  y i e l d e d  l a r g e r  v a lu e s  o f Δσ2 
f o r  a n  e q u a l  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  b e c a u s e  th e  e x c e s s i v e  v e r t i c a l  m ix in g  
a t  s m a l l  x  w a s  r e d u c e d .
4 . 2 . 5  P h o t o g r a p h s  o f  E x p e r i m e n t s .  S o m e  p h o to g r a p h s  t a k e n  
o f  e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  th e  t r a c e r  f lu id  w a s  d y e d  a r e  s h o w n  in  
F ig .  4 . 3 4  to  4 . 3 9 .  T h e  c a m e r a  w a s  l o c a t e d  a b o u t  250  c m  a b o v e  
th e  f lu m e  b o t to m  an d  a b o u t  500  c m  u p s t r e a m  f r o m  e a c h  s o u r c e .
T h e  e ig h t  w h i te  t a g s  o n  th e  r i g h t - h a n d  s id e  o f th e  f lu m e  m a r k  
l o n g i tu d in a l  s t a t i o n s  x  = 0 to  700  c m  a t  100 c m  i n t e r v a l s .  T h e  
s c a l e  in  th e  l a t e r a l  d i r e c t i o n  i s  o b ta in e d  b y  r e c a l l i n g  t h a t  th e  f lu m e  
i s  110 c m  w id e .  A l th o u g h  th e  p h o to g r a p h s  w e r e  n o t  t a k e n  o n  th e  
s a m e  d a y  th a t  q u a n t i t a t i v e  d a t a  w e r e  o b t a in e d ,  th e  h y d r a u l i c  
c o n d i t io n s  a n d  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  f o r  th e  e x p e r i m e n t  i n d i c a t e d  
b e lo w  e a c h  p h o to g r a p h  w e r e  d u p l i c a te d  a t  th e  t im e  e a c h  p h o to g r a p h  
w a s  t a k e n .  A l l  p h o to g r a p h s  w h ic h  a p p e a r  in  th e  s a m e  f i g u r e  
a r e  o f e x p e r i m e n t s  w i th  th e  s a m e  s o u r c e  a n d  f lo w  c o n d i t io n  
b u t  d i f f e r e n t  i n i t i a l  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s .
- 1 1 9 -
P h o t o g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  c o n d i t io n  S 1 a n d  a  
1- c m - w i d e  s o u r c e  a r e  s h o w n  in  F ig .  4 .3 4 .  A s fo u n d  f r o m  th e  
q u a n t i t a t i v e  d a t a ,  th e  w id th  o f  th e  p lu m e  i n c r e a s e d  a s  th e  i n i t i a l  
d e n s i t y  d i f f e r e n c e  i n c r e a s e d .  A l s o ,  o n e  c a n  s e e  t h a t  a  n e g a t iv e  
d e n s i t y  d i f f e r e n c e  (E x p . 147) e n h a n c e d  l a t e r a l  s p r e a d i n g  m o r e  
th a n  a  p o s i t i v e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  o f th e  s a m e  m a g n i tu d e  (E x p . 12 1 ).
O n e  c a n  a l s o  s e e  in  th e  p h o to g r a p h s  t h a t  th e  b o u n d a r y  b e tw e e n  th e  
d y e d  p lu m e  a n d  c l e a r  a m b i e n t  f lu id  w a s  m o r e  i r r e g u l a r  w h e n  
Δ ρ /ρ a w a s  n e g a t iv e  th a n  w h e n  i t  w a s  p o s i t i v e .  T h e  p h o to g r a p h  
o f E x p . 130 h a s  a  l ig h t  a r e a  in  th e  c e n t e r  o f  th e  p lu m e  w h ic h  i s  
i n d i c a t i v e  o f a  lo w  c o n c e n t r a t i o n ,  a n d  t h e r e f o r e ,  a  b i m o d a l  l a t e r a l  
c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n .
P h o t o g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e  a n d
f lo w  c o n d i t io n  R 1 a r e  p r e s e n t e d  in  F ig .  4 .3 5 .  B y c o m p a r in g  th e
p h o to g r a p h s  o f E x p . 120 in  F ig .  4 . 3 4  w i th  E x p . 196 in  F ig .  4 .3 4 ,
o n e  c a n  s e e  t h a t  th e  e f f e c t  o f a  r o u g h  b o t to m  i s  to  i n c r e a s e  th e  l a t e r a l
m ix in g  i n  th e  e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  Δ ρ /ρ a =  0. H o w e v e r ,  b y  c o m p a r in g
th e  p h o to g r a p h s  o f  E x p . 130 a n d  198 , i t  a p p e a r s  t h a t  f r o m  x  = 100 c m
to  a t  l e a s t  x  = 600  c m , th e  p lu m e  w a s  n a r r o w e r  in  E x p . 198, in
w h ic h  Δρ/ρa = 0 .0 7 6 5 ,  th a n  i n  E x p . 130, in  w h ic h  Δρ/ρa = 0 .0 4 5 3 .   
T h e  q u a n t i t a t i v e  d a t a  in  F i g s .  4 .3 0  a n d  4 .2 2  c o n f i r m  t h i s  o b s e r v a t i o n .  
T h e  r e a s o n  f o r  th i s  a p p a r e n t  a n o m a ly  i s  t h a t  th e  m o r e  i n t e n s e  v e r t i c a l  
m ix in g  c a u s e d  b y  th e  r o u g h  b o t to m  l i m i t e d  th e  m a g n i tu d e  a n d  
d u r a t i o n  o f  th e  s e c o n d a r y  f lo w  v e l o c i t i e s  m o r e  th a n  th e  l e s s  i n t e n s e  
v e r t i c a l  m ix in g  in  th e  e x p e r i m e n t  w i th  th e  s m o o th  b o t to m .
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F i g u r e  4. 34  P h o t o g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .
d = 4 .0 5  c m , u  = 3 5 .4  c m / s e c ,  u * = 1 .9 6  c m / s e c .
-1
2
1
-
F i g u r e  4 .3 5  P h o t o g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  R 1  a n d  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .
d = 3 .9 0  c m , u  = 3 7 .3  c m / s e c ,  u * = 3 .8 6  c m / s e c .
- 12 2 -
In  F ig .  4 .3 6 ,  p h o to g r a p h s  o f  th e  p lu m e s  d o w n s t r e a m  f r o m  
th e  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e  in  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  c o n d i t io n  S 1 a r e  
s h o w n . H e r e  th e  e f f e c t s  o f  a  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  c a n  a l s o  b e  s e e n  
b u t  n o t  a s  d r a m a t i c a l l y  a s  in  th e  p h o to g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  
th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .
T h e  p h o to g r a p h s  in  F ig .  4 .3 7  o f e x p e r i m e n t s  w i th  th e  1 - c m -  
w id e  s o u r c e  a n d  f lo w  c o n d i t io n  S2 a l s o  s h o w  th e  e n h a n c e d  l a t e r a l  
m ix in g  d u e  to  a n  i n i t i a l  d e n s i t y  d i f f e r e n c e .  T h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  
th e  e f f e c t s  d u e  to  a  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  a l s o  
a r e  e v id e n t  in  th e  p h o to g r a p h s  o f  E x p . 113 a n d  128 . A  l i g h t  a r e a  
in  th e  c e n t e r  o f  th e  p lu m e  in  E x p . 117 i n d i c a t i n g  a  b im o d a l  d i s t r i b u t i o n  
i s  f a i n t l y  d i s c e r n i b l e .
P h o t o g r a p h s  t a k e n  o f  th e  m ix in g  o f tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  
a r e  sh o w n  in  F ig .  4 .3 8  a n d  4 .3 9 .  V i s u a l  o b s e r v a t i o n s  o f  t h e s e  
e x p e r i m e n t s  a s  w e l l  a s  t h e s e  p h o to g r a p h s  g iv e  th e  i m p r e s s i o n  th a t  
l i t t l e  m ix in g  o c c u r r e d  b e tw e e n  th e  d y e d  a n d  c l e a r  f l u i d s .  T h is  
i m p r e s s i o n  i s  d u e ,  in  p a r t ,  to  th e  i n a b i l i t y  o f  th e  e y e  a n d  c a m e r a  
to  s e e  a  s m o o th  g r a d a t i o n  in  c o lo r  f r o m  th e  d y e d  f lu id  o n  th e  l e f t ,  
w i th  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  e q u a l  to  u n i ty ,  to  th e  c l e a r  f lu id  o n  th e  
r i g h t ,  w i th  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  e q u a l  to  z e r o .  T h is  i n a b i l i t y  to  
s e e  a  s m o o th  g r a d a t i o n  in  c o lo r  i s  a l s o  a p p a r e n t  in  th e  p h o to g r a p h s  
o f  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  1 - c m -  a n d  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e s .  I t  h a s  
b e e n  s h o w n  p r e v i o u s l y  t h a t  th e  l a t e r a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  
in  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  a  1 - c m - w i d e  s o u r c e  a n d  Δρ/ρa = 0 a r e  
n e a r l y  G a u s s ia n ;  b u t  th e  p l u m e s  in  p h o t o g r a p h s  o f  t h e s e
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F i g u r e  4 . 36 P h o t o g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e . 
d = 4 .0 5  c m , u  = 3 5 .4  c m / s e c ,  u * = 1 .9 6  c m / s e c .
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F i g u r e  4 .3 7  P h o t o g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S2 a n d  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .
d = 6 .5 5  c m , u  = 4 5 .2  c m / s e c ,  u * = 2 .2 7  c m / s e c .
- 1 2 5 -
F i g u r e  4 . 38 P h o t o g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  R 1  a n d  th e  w i d e . 
s o u r c e .  
d = 3 .9 0  c m ,  u  = 3 7 .3  c m / s e c ,  u * = 3 .8 6  c m / s e c .
- 1 2 6 -
F i g u r e  4 . 39 P h o t o g r a p h s  o f  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S1 a n d  th e  w id e  
s o u r c e .  
d = 4 .0 5  c m , u  = 3 5 .4  c m / s e c ,  u * = 1 .9 6  c m / s e c
- 1 2 7 -
e x p e r i m e n t s  a p p e a r  to  b e  o f  u n i f o r m  d a r k n e s s  o r  c o n c e n t r a t i o n  
a c r o s s  m o s t  o f  t h e i r  w id th  r a t h e r  th a n  g r a d in g  f r o m  d a r k  a t  th e  
c e n t e r  to  l i g h t  a t  th e  e d g e s .  S i m i l a r l y ,  th e  d i lu t e d  m ix e d  z o n e s  
b e tw e e n  th e  tw o  p a r a l l e l  s t r e a m s  a p p e a r  in  F ig .  4 . 3 8  a n d  4 .3 9  
a s  d a r k  a s  th e  u n d i lu te d  f lu id s  on  th e  f a r  l e f t .  T h e  a p p a r e n t  
b o u n d a r i e s  b e tw e e n  th e  tw o  f lu id s  a r e  a c t u a l l y  n e a r  th e  r i g h t  
e d g e s  o f th e  m ix e d  z o n e s .  T w o  d a r k  s p o t s ,  w h ic h  a r e  20 c m  a p a r t  
a n d  e q u i d i s t a n t  f r o m  th e  f lu m e  c e n t e r  l i n e ,  c a n  b e  s e e n  in  F ig .  4 .3 9  
o n  th e  b o t to m  o f  th e  f lu m e  a t  a b o u t  x  = 250  c m . B y  n o t in g  th e  
p o s i t i o n s  o f  th e  a p p a r e n t  b o u n d a r i e s  r e l a t i v e  to  th e  tw o  s p o ts  
o n e  c a n  s e e  t h a t  th e  a p p a r e n t  b o u n d a r i e s  a r e  to  th e  r i g h t  o f  th e  
c e n t e r  l i n e ,  an d  th a t  th e  a p p a r e n t  b o u n d a r y  in  E x p . 183 , in  w h ic h  
Δρ/ρa ≠ 0 , i s  f a r t h e r  to  th e  r i g h t  th a n  in  E x p . 177 , in  w h ic h  Δρ/ρa = 0. 
O n e  m a y  a l s o  n o te  t h a t  in  th e  v i c i n i t y  o f  th e  tw o  s p o t s ,  th e  a p p a r e n t  
b o u n d a r y  in  E x p . 177 i s  a p p r o x i m a t e l y  in  th e  s a m e  p o s i t i o n  a s  th e  
r i g h t  s id e  o f  th e  p lu m e  in  E x p . 120 , w h ic h  i s  s h o w n  i n  F ig .  4 . 34 .
4 . 2 . 6  V a r i a t i o n  o f C o n c e n t r a t i o n  w i th  D e p th . T h e  r e l a t i v e  
c o n c e n t r a t i o n s ,  C , o b s e r v e d  in  E x p . 116 , 113 , 128 , 177 a n d  181 
w e r e  p lo t t e d  a s  a  f u n c t io n  o f  th e  v e r t i c a l  c o o r d i n a t e ,  y , a n d  a r e  
p r e s e n t e d  in  F ig .  4 .4 0  to  4 .4 4 .  G iv e n  w i th  e a c h  v e r t i c a l  p r o f i l e  
i s  a  v a lu e  o f  Cv , w h ic h  i s  th e  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n  f o r  th e  
v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n  c a l c u l a t e d  b y  E q . 4 .14b:
(4.14a)
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(4 .14b)
T h e  t e r m s  y i w e r e  d e f in e d  p r e v i o u s l y  i n  F ig .  4 .1 1 .
B y  c o m p a r in g  th e  d a t a  in  F ig .  4 .4 1  a n d  4 .4 2  f r o m  e x p e r i m e n t s  
w i th  a  n a r r o w  s o u r c e ,  o n e  c a n  s e e  t h a t  i n  E x p . 128 , in  w h ic h  th e  
t r a c e r  f lu id  w a s  l e s s  d e n s e  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id ,  th e  v e r t i c a l  c o n ­
c e n t r a t i o n  g r a d i e n t s  w e r e  s t e e p e r  th a n  in  E x p . 113 , in  w h ic h  th e  
t r a c e r  f lu id  w a s  m o r e  d e n s e  th a n  i n  th e  a m b i e n t  f lu id .  A l s o ,  th e  d a t a  
in  F ig .  4 . 4 4  f r o m  a n  e x p e r i m e n t  w i th  th e  w id e  s o u r c e  s h o w  t h a t  o n  th e  
l e f t  s id e  o f th e  f lu m e ,  w h e r e  a  l i g h t e r  f lu id  w a s  i n t r u d i n g  in to  a  h e a v i e r  
f lu id ,  v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t s  w e r e  s t e e p e r  t h a n  o n  th e  r i g h t  
s i d e ,  w h e r e  a  h e a v i e r  f lu id  w a s  i n t r u d i n g  in to  a  l i g h t e r  f lu id .
A n a v e r a g e  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n ,  Cv , w a s  d e f in e d  f o r  a  
c r o s s - s e c t i o n  a s  th e  c o n c e n t r a t i o n - w e i g h t e d  a v e r a g e  o f  C t a k e n  in  
th e  l a t e r a l  d i r e c t i o n .  T h is  a v e r a g e  w a s  c a l c u l a t e d  n u m e r i c a l l y  f o r  
e a c h  c r o s s - s e c t i o n  b y  u s in g  E q . 4 .15b:
(4.15a)
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(4.15b)
T h e  c o o r d i n a t e s  z j d e f in e  th e  e ig h t  l o c a t i o n s  in  e a c h  c r o s s - s e c t i o n  
w h e r e  Cv a n d  C w e r e  c o m p u te d  f r o m  th e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  B e c a u s e  
th e  s p a c in g  o f  z j w a s  n e a r l y  u n i f o r m ,  th e  c a l c u l a t i o n s  w e r e  s im p l i f i e d  
b y  d e l e t i n g  th e  d i f f e r e n t i a l  e l e m e n t  Δz f r o m  th e  s u m m a t i o n  in  
E q . 4 .15b . V a lu e s  o f C v  f o r  a l l  th e  e x p e r i m e n t s  a r e  p r e s e n t e d  
in  F ig .  4 .2 2 b  to  4 .3 3 b  a n d  a r e  a l s o  l i s t e d  in  T a b l e s  A 1 a n d  A 2 
o f th e  a p p e n d ix .
O n e  s e e s  in  F ig .  4 .2 2 b  to  4 .3 3 b  t h a t  C v  r e a c h e d  a  p e a k  c lo s e
to  th e  s o u r c e  a n d  t h e n  d e c r e a s e d  in  th e  d o w n s t r e a m  d i r e c t i o n .  In
m o s t  e x p e r i m e n t s  d a t a  w e r e  n o t  t a k e n  c l o s e  e n o u g h  to  th e  s o u r c e
to  d e f in e  th e  r i s i n g  o r  p e a k e d  p a r t s  o f  th e  l o n g i t u d in a l  d i s t r i b u t i o n s
o f  Cv . O n e  c a n  s e e  t h a t  a s  Δ ρ /ρ a i n c r e a s e d  so  d id  th e  v a lu e s  o f  Cv . 
A ls o ,  th e  d a t a  in  F ig .  4 .2 2 b  a n d  4 .2 7 b  s h o w  t h a t  C v  i s  a  l i t t l e  
l a r g e r  w h e n  th e  t r a c e r  f lu id  i s  l e s s  d e n s e  t h a n  th e  a m b i e n t  f lu id  
t h a n  w h e n  i t  i s  m o r e  d e n s e  b y  a n  e q u a l  a m o u n t .
A n  a n a l y s i s  o f th e  d a t a  in  C h a p t e r  5 r e l a t e s  C v  to  th e  
i n d e p e n d e n t  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a b l e s  o f th e  p r o b le m .
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F i g u r e  4 .4 0  V e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  d o w n s t r e a m  f r o m  a  1 - c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d
a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  th e  s a m e  a s  th e  a m b i e n t  f lu id  a n d  w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f 1 .0 ;
f lo w  S2; E x p . 116.
-1
3
1
-
F i g u r e  4 .4 1  V e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  d o w n s t r e a m  f r o m  a  1 - c m - w i d e  s o u r c e
w h ic h  d i s c h a r g e d  a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  0 .0 1 6 0  g m / c m 3 g r e a t e r  th a n  th e
a m b i e n t  f lu id  a n d  w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f 1 .0 ;  f lo w  S2; E x p . 113 .
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F i g u r e  4 .4 2  V e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  d o w n s t r e a m  f r o m  a  1 - c m - w i d e  s o u r c e
w h ic h  d i s c h a r g e d  a  f lu id  w i th  a  d e n s i t y  0 .0 1 5 8  g m / c m 3 l e s s  th a n  th e  a m b ie n t  
f lu id  a n d  w i th  a  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f 1 . 0 ;  f lo w  S2; E x p . 128.
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F i g u r e  4 .4 3  V e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  c o n f lu e n c e  
o f  tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  o f th e  s a m e  d e n s i t y ; f lo w  S 1; E x p . 177.
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F i g u r e  4 . 4 4  V e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  c o n f lu e n c e  
o f tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  o f  d i f f e r e n t  d e n s i t y .  T h e  f lu id  o n  th e  
l e f t  w i th  C  = 1 w a s  0 .0 0 2 3 2  g m / c m 3 m o r e  d e n s e  th a n  th e  f lu id  o n  th e  
r i g h t  w i th  C = 0; f lo w  S 1; E x p . 181.
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4 .3  E X P E R IM E N T S  W IT H  F L O A T IN G  P A R T I C L E S
4 . 3 . 1  C a lc u la t i n g  th e  V a r i a n c e .  In  th e  p r e c e d i n g  s e c t i o n ,  
w h e r e  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  t r a c e r  f lu id s  w e r e  p r e s e n t e d ,  tw o  
m e th o d s  w e r e  d i s c u s s e d  w h ic h  c o u ld  b e  u s e d  to  c a l c u l a t e  th e  
v a r i a n c e  o f a  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n .  T h e y  a r e :  (1) th e  m e th o d  of 
m o m e n t s ,  a n d  (2) th e  g r a p h i c a l  m e th o d  in  w h ic h  th e  c u m u la t iv e  
d i s t r i b u t i o n s  a r e  p lo t t e d  o n  a r i t h m e t i c  p r o b a b i l i t y  p a p e r .  B e c a u s e  
o f  a n o m o l ie s  in  th e  t a i l s  o f  th e  p a r t i c l e  d i s t r i b u t i o n s ,  w h ic h  a r e  
d i s c u s s e d  b e lo w , th e  g r a p h i c a l  m e th o d  w a s  p r e f e r r e d  o v e r  th e  
m e th o d  o f  m o m e n t s  f o r  c o m p u t in g  v a r i a n c e s  o f  th e  d i s t r i b u t i o n s  
o f  f l o a t in g  p a r t i c l e s ,  e v e n  th o u g h  th e  m e th o d  o f  m o m e n t s  w a s  u s e d  in  
th e  a n a l y s i s  o f  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  t r a c e r  f l u i d s .
T h e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  P ( x ,  z ) ,  e x p r e s s e d  in  p e r c e n t ,  
w a s  c a l c u l a t e d  f r o m  th e  d a t a  b y  u s in g  th e  e x p r e s s i o n
( 4 .1 6 )
w h e r e  n i (x) i s  th e  n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  c a u g h t  in  th e  i th  c o m p a r t m e n t  
o f  th e  c o l l e c t o r .  O n e  m a y  r e c a l l  t h a t  in  th e  c o l l e c t o r  t h e r e  w e r e  
104 c o m p a r t m e n t s  e a c h  1 c m  w id e .
T h e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n s  o b s e r v e d  in  E x p . 102 a n d  101 
a r e  sh o w n  i n  F ig .  4 .4 5 a  a n d  b . T h e s e  d i s t r i b u t i o n s  w e r e  l i n e a r  
o v e r  m o s t  o f  th e  r a n g e  o f  z ; t h e r e f o r e ,  th e  d i s t r i b u t i o n s  o f th e
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F i g u r e  4 .4 5  C u m u la t iv e  d i s t r i b u t i o n s  o f  p a r t i c l e s ;  
a )  E x p . 102 , b )  E x p . 101.
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p a r t i c l e s  w e r e  n e a r l y  G a u s s i a n ,  a s  e x p e c t e d .  T h e  v a r i a n c e ,  σ2s, 
f o r  e a c h  d i s t r i b u t i o n  w a s  c a l c u l a t e d  b y  m e a s u r i n g  ( z 8 4 .1  - z 1 5 .9 ) 
f o r  e a c h  o f  th e  s t r a i g h t  l i n e s  d r a w n  th r o u g h  th e  p o in t s  a n d  th e n  u s in g  
E q . 4 .1 2 .  F o r  c o m p a r i s o n ,  σ2s w a s  a l s o  c a l c u l a t e d  b y  u s in g  th e  
m e th o d  o f  m o m e n t s ,  E q . 4 . 1 7 ;
( 4 .1 7 )
w h e r e
( 4 .1 8 )
F ig .  4 .4 6 a  a n d  b sh o w  t h a t  th e  v a r i a n c e s  c a l c u l a t e d  b y  b o th  
m e th o d s  a g r e e  w e l l  i f  σ 2s i s  l e s s  t h a n  a b o u t  2 0 0  c m 2 . H o w e v e r ,  f o r  
th e  l a r g e r  v a lu e s  o f σ 2s th e  m e th o d  o f  m o m e n t s  g a v e  s ig n i f i c a n t l y  
s m a l l e r  v a lu e s  th a n  w e r e  g iv e n  b y  th e  g r a p h i c a l  m e th o d .  T h e  
d i f f e r e n c e s  a r e  d u e  to  th e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n s  d e v ia t in g  f r o m  
s t r a i g h t  l i n e s  a t  th e  l a r g e r  v a lu e s  o f  |  z  | a s  i f  s o m e th in g  w e r e  
h i n d e r i n g  l a t e r a l  d i f f u s io n  n e a r  th e  s id e w a l l s  o f  th e  f lu m e .  A l th o u g h  
s i m i l a r  d e v ia t io n s  w e r e  a l s o  o b s e r v e d  i n  th e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n s
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F i g u r e  4 .4 6  V a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e s  f o r  a ) E x p . 102 , b )  E x p . 101.
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o f  t r a c e r - f l u i d  c o n c e n t r a t i o n s ,  a s  w a s  s h o w n  f o r  E x p . 125 , th e  
d e v ia t io n s  f o r  d i s t r i b u t i o n s  w i th  e q u a l  v a lu e s  o f  th e  v a r i a n c e  w e r e  
s m a l l e r  in  e x p e r i m e n t s  w i th  t r a c e r  f lu id s  t h a n  w i th  f lo a t in g  
p a r t i c l e s .
T h e  l a r g e r  d e v ia t i o n s  in  e x p e r i m e n t s  w i th  f l o a t in g  p a r t i c l e s  
a r e  b e l i e v e d  to  h a v e  b e e n  c a u s e d  b y  s e c o n d a r y  c u r r e n t s  in  th e  
c o r n e r s  o f  th e  f lu m e .  S e c o n d a r y  f lo w s  in  a  c o r n e r  a r e  t y p i c a l l y  
a w a y  f r o m  th e  c o r n e r  a lo n g  s o l id  b o u n d a r i e s ,  a n d  in to  th e  c o r n e r  
in  th e  i n t e r i o r  ( s e e  e . g .  P r a n d t l  ( 3 5 )  p . 1 4 8 -1 4 9 ) .  S u c h  a  
s t r u c t u r e  i s  a l s o  s u g g e s t e d  b y  th e  i s o v e l s  i n  F i g .  4 . 2 ;  t h e r e f o r e ,  
s e c o n d a r y  f lo w  p a t t e r n s  a s  s h o w n  i n  F ig .  4 .4 7  m a y  h a v e  e x i s t e d  
in  th e  f lu m e .
F i g u r e  4 .4 7  A s s u m e d  s e c o n d a r y  f lo w  p a t t e r n  in  f lu m e .
N e a r  th e  s i d e w a l l s ,  th e  s e c o n d a r y  c u r r e n t  w o u ld  h a v e  c o n v e c te d  
f lo a t in g  p a r t i c l e s  i n w a r d s  t o w a r d s  th e  c e n t e r  o f  th e  f lu m e  in  o p p o s i t i o n  
to  th e  o u tw a r d  d i f f u s io n ,  a n d  c o u ld  h a v e  c a u s e d  th e  o b s e r v e d
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a n o m a l ie s  in  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f th e  f lo a t in g  p a r t i c l e s .
H o w e v e r ,  b e c a u s e  th e  d e p t h - a v e r a g e d  l a t e r a l  c o m p o n e n t  o f th e
s e c o n d a r y  f lo w  w a s  z e r o ,  th e  s e c o n d a r y  f lo w  w o u ld  n o t  h a v e
h i n d e r e d  th e  l a t e r a l  d i f f u s io n  o f  t r a c e r  f lu id s  d i s t r i b u t e d  o v e r  th e
d e p th ,  a n d  t h e r e f o r e ,  w o u ld  n o t  h a v e  c a u s e d  l a r g e  a n o m a l i e s  in
th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n s  o f d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n s .
4 . 3 . 2  P r e s e n t a t i o n  o f  D a ta .  In  F ig .  4 .4 8  to  4 . 5 1 ,  v a r i a n c e s
of th e  p a r t i c l e  d i s t r i b u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  a s  f u n c t io n s  o f  x , th e
d i s t a n c e  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  p o in t  w h e r e  th e  p a r t i c l e s  w e r e  d r o p p e d
in to  th e  f lu m e .  T h e  v a r i a n c e s  a r e  a l s o  p r e s e n t e d  in  T a b le  A3 o f
th e  a p p e n d ix  t o g e t h e r  w i th  z , th e  c o o r d i n a t e s  o f  th e  c e n t r o i d s  o f  th e
d i s t r i b u t i o n s  w h ic h  w e r e  a l s o  o b ta in e d  g r a p h i c a l l y ,  a n d  u s , th e
m e a n  lo n g i t u d in a l  v e l o c i t i e s  o f  th e  p a r t i c l e s .
O n e  e x p e r i m e n t  w i th  f lo a t in g  p a r t i c l e s  w a s  m a d e  a t  e a c h  o f
th e  f iv e  f lo w  c o n d i t io n s  w i th  no  f l u i d - t r a c e r  s o u r c e  in  th e  f lu m e .
O th e r  e x p e r i m e n t s  w e r e  a l s o  m a d e  w i th  s o m e  o f th e  t r a c e r  s o u r c e s
in  th e  f lu m e  b u t  a lw a y s  w i th  a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  f lu id  b e in g  p u m p e d
th r o u g h  th e  s o u r c e s .  T h e  d a t a  p r e s e n t e d  in  th e  f i g u r e s  a r e  g r o u p e d
s o  t h a t  d a ta  f r o m  e x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  w i th  th e  s a m e  f lo w
c o n d i t io n  a l l  a p p e a r  in  th e  s a m e  f i g u r e .
F o r  x  > 100 c m , th e  d a t a  s h o w  t h a t  σ 2 s(x ) i s l i n e a r ,
w h i c h  i n d i c a t e s  t h a t  εzs i s  n o t  a  f u n c t io n  o f  x . T h e  s lo p e s  o f
th e  σ2 s- x  c u r v e s  a n d  v a lu e s  o f  εzs a r e  g i v e n  i n th e  n e x t  c h a p t e r .  
E x c e p t  f o r  E x p . 145 , w h i c h  i s sh o w n  i n  F i g . 4 . 4 8 ,  th e  v a r i a t io n
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F i g u r e  4 . 48 V a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e s  f o r  e x p e r i m e n t s  
w i th  f lo a t in g  p a r t i c l e s ;  f lo w  S 1 .
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F i g u r e  4 .4 9  V a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e s  f o r  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo a t in g  p a r t i c l e s ;  (a) f lo w  S 2 , 
(b) f lo w  S 3 .
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F i g u r e  4 .5 0  V a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e s  f o r  e x p e r i m e n t s  
w i th  f l o a t in g  p a r t i c l e s ;  (a) f lo w  R 1, an d  
(b) f lo w  R 2 .
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in  s lo p e s  o f th e  c u r v e s  a m o n g  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  s a m e  f lo w  
c o n d i t io n  w a s  n o t  l a r g e .  N o s u i t a b l e  e x p la n a t io n  c a n  b e  o f f e r e d  
f o r  th e  d i f f e r e n c e  in  th e  d a t a  f r o m  E x p . 145 . I t  i s  d i f f i c u l t  to  
b e l i e v e  t h a t  th e  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e  c a u s e d  a  d i s t u r b a n c e  to  th e  
f lo w  w h ic h  a f f e c te d  th e  l a t e r a l  m ix in g  a s  f a r  d o w n s t r e a m  a s  
2 0 0 0  c m , e s p e c i a l l y  w h e n  th e  d a t a  f r o m  E x p . 136 a n d  139 , s h o w n  
in  F ig .  4 .2 4 ,  sh o w  th a t  th e  σ 2 - x  c u r v e  f o r  a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  
t r a c e r  f lu id  d i s c h a r g e d  f r o m  th e  s a m e  s o u r c e  in  e x p e r i m e n t s  
w i th  th e  s a m e  f lo w  c o n d i t io n  do n o t  d i f f e r  g r e a t l y  f r o m  th e  c u r v e s  
o b ta in e d  in  e x p e r i m e n t s  w i th  o t h e r  s o u r c e s .
T h e  l a t e r a l  c o o r d i n a t e s  o f  th e  c e n t r o i d s  o f th e  p a r t i c l e  
d i s t r i b u t i o n s ,  w h ic h  a r e  l i s t e d  in  T a b le  A 3 , w e r e  u s u a l l y  l e s s  
th a n  2 c m  f r o m  th e  c e n t e r  l in e .  T h u s  o n e  m a y  c o n c lu d e  th a t  th e  
s e c o n d a r y  c u r r e n t s  w h ic h  e x i s t e d  i n  th e  f lu m e  w e r e  e i t h e r  w e a k  o r  
s y m m e t r i c a l  a b o u t  th e  c e n t e r  l in e  o f  th e  f lu m e .  T h e  p a r t i c l e  
v e l o c i t i e s  te n d e d  to  b e  o n e  to  tw o  p e r c e n t  h i g h e r  in  th e  e x p e r i m e n t s  
w i th  no  f lu id  t r a c e r  s o u r c e  in  th e  f l u m e ;  h e n c e ,  th e  s o u r c e s  p r o b a b ly  
d e c r e a s e d  th e  v e l o c i t i e s  s l i g h t ly  in  th e  c e n t r a l  p a r t  o f  th e  f lu m e .  
H o w e v e r ,  th e  p a r t i c l e  v e l o c i t i e s  te n d e d  to  b e  a  fe w  p e r c e n t  h i g h e r  
th a n  th e  w a t e r  v e lo c i ty  a t  th e  s u r f a c e  o b ta in e d  b y  e x t r a p o l a t i n g  th e  
o b s e r v e d  w a t e r  v e lo c i ty  d i s t r i b u t i o n s .
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C H A P T E R  5
D A T A  A N A L Y S IS
5 .1  E X P E R IM E N T S  W IT H O U T  D E N S IT Y  D I F F E R E N C E S
5 . 1 . 1  E x p e r i m e n t s  w i th  T r a c e r  F l u i d s .  T h e  d a t a  f r o m  
e x p e r i m e n t s  w i th  n e u t r a l l y  b u o y a n t  t r a c e r  f lu i d s  w e r e  u s e d  in  
th e  e q u a t io n s
(2.10a)
a n d
(2.10b)
to  c a l c u l a t e  ε z , th e  d e p t h - a v e r a g e d  l a t e r a l  t u r b u l e n t  d i f f u s io n
c o e f f i c i e n t s .  T h e  g r a d i e n t s ,  d σ 2 / d x  o r  d σ2d/ d x  w e r e  o b t a in e d  f r o m  
th e  s lo p e s  o f th e  v a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e s  in  F ig .  4 .2 2  to  4 .3 3 .
T h e  v e lo c i ty ,  u , f o r  e a c h  e x p e r i m e n t  e x c e p t  n u m b e r  170 w a s  a s s u m e d  
to  e q u a l  th e  m e a n  v e lo c i ty  in  th e  c e n t r a l  60 c m  o f  th e  f lu m e  a n d  w a s  
o b ta in e d  f r o m  T a b le  4 . 1 .  F o r  E x p . 170 , w h ic h  w a s  c o n d u c te d  w i th  
th e  1 0 - c m - w i d e  s o u r c e  p l a c e d  a g a i n s t  th e  l e f t  w a l l  o f  th e  f lu m e ,  u  
w a s  a s s u m e d  e q u a l  to  th e  m e a n  v e lo c i ty  th r o u g h  a  3 0 - c m - w i d e  s e c t i o n  
a d j a c e n t  to  th e  l e f t  w a l l .  T h e  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  a n d  th e  d a t a  u s e d  
to  c o m p u te  th e m  a r e  g iv e n  i n  T a b le  5 . 1 .  T h e  d i m e n s i o n l e s s  d i f f u s io n  
c o e f f i c i e n t s ,  α  = εz / u *d , w e r e  c a l c u l a t e d  a n d  a r e  a l s o  p r e s e n t e d  in  
t h i s  t a b l e .  T h e  q u a n t i t i e s  u * a n d  d w e r e  o b ta in e d  f r o m  T a b le  4 . 1 .
T a b le  5 .1  L a t e r a l  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  f r o m  t h i s  s tu d y .
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T h e  a v e r a g e  v a lu e  o f  α  f o r  a l l  e x p e r i m e n t s  in  t h i s  s tu d y ,
0 .1 3 6 ,  i s  in  th e  r a n g e  o f  v a lu e s  f r o m  o t h e r  s t u d i e s  in  s t r a i g h t  
l a b o r a t o r y  f l u m e s  ( s e e  T a b le  2 . 3 ) .  T h is  a v e r a g e  i s  l e s s  th a n  th e  
a v e r a g e s  f r o m  d a t a  b y  E l d e r  (α = 0 .1 6 4 )  a n d  b y  S a y r e  a n d  C h a n g  
(α = 0 .1 6 7 ) ,  b u t  g r e a t e r  th a n  th e  a v e r a g e  f r o m  S u l l i v a n 's  d a ta  
(α = 0 .1 1 7 ) .  T h e  a v e r a g e  a l s o  l i e s  w i th in  th e  r a n g e  o f  u n p u b l is h e d  
d a t a  b y  O k o y e , w h o  c o n d u c te d  s o m e  o f h i s  e x p e r i m e n t s  in  th e  
s a m e  f lu m e  a s  w a s  u s e d  in  t h i s  s tu d y .  A s  e x p e c t e d ,  th e  v a lu e s  o f 
α  in  t h i s  s tu d y  a r e  l e s s  th a n  th e  v a lu e s  o b s e r v e d  in  e i t h e r  c u r v e d  
l a b o r a t o r y  c h a n n e l s  o r  n a t u r a l  s t r e a m s  w h e r e  s e c o n d a r y  c u r r e n t s  
c a n  i n c r e a s e  l a t e r a l  m ix in g  to  y ie ld  v a lu e s  o f α  o f th e  o r d e r  o n e .
In  t h i s  s tu d y ,  th e  r a n g e  in  α  a m o n g  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  
s a m e  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s ,  b u t  w i th  d i f f e r e n t  s o u r c e s ,  i s  e q u a l  
to  o r  l e s s  th a n  11 p e r c e n t .  T h e  r a n g e  o f  th e  m e a n s  f o r  e a c h  o f 
th e  f lo w s ,  0 .1 3 0  to  0 .1 4 8 ,  i s  13 p e r c e n t .  T h e  a v e r a g e  v a lu e  o f 
α  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  r o u g h  l a t h  b o t to m  w a s  o n ly  f iv e  p e r c e n t  
l e s s  th a n  th e  a v e r a g e  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  p l a i n  s t a i n l e s s  
s t e e l  b o t to m .  C o n s i d e r i n g  t h a t  th e  f r i c t i o n  f a c t o r ,  f ,  f o r  th e  tw o  
b o t to m s  d i f f e r e d  b y  a l m o s t  a  f a c t o r  o f  t h r e e ,  i t  a p p e a r s  t h a t  α  i s  
i n d e p e n d e n t  o f f .
5 . 1 . 2  E x p e r i m e n t s  w i th  F l o a t i n g  P a r t i c l e s .  L a t e r a l
t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  a t  th e  f r e e  s u r f a c e ,  εz s , w e r e
c a l c u l a t e d  b y  s u b s t i t u t i n g  d a t a  o b ta in e d  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  
f lo a t in g  p a r t i c l e s  in to
(2.8b)
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T h e  g r a d i e n t s  d σ 2s/d x  w e r e  o b ta in e d  f r o m  th e  s lo p e s  o f th e  c u r v e s  
in  F ig .  4 . 48 to  4. 5 0 . T h e s e  g r a d i e n t s ,  th e  p a r t i c l e  v e l o c i t i e s  u s ,
th e  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  ez s , a n d  th e  d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t s
αs = εz s / u *d a r e  l i s t e d  o n  th e  r i g h t  h a l f  o f T a b le  5 .1 .   
T h e  a v e r a g e  v a lu e  o f  α s  f o r  a l l  e x p e r i m e n t s ,  0 .2 0 4 ,  i s  10 to  
15 p e r c e n t  l e s s  th a n  th e  a v e r a g e s  f o r  t h r e e  o t h e r  i n v e s t i g a t i o n s  
l i s t e d  in  T a b le  2 b u t  i s  15 p e r c e n t  g r e a t e r  th a n  th e  a v e r a g e  f r o m  
O r l o b 's  (7) d a ta .  T h e  v a r i a t i o n  o f  α s  a m o n g  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  
s a m e  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s  b u t  w i th  d i f f e r e n t  s o u r c e s  in  th e  f lu m e  
w a s  g r e a t e r  th a n  th e  v a r i a t i o n  o f  α . F o r  f lo w s  S 1, S 2 , a n d  S 3 , th e  
r a n g e s  o f  α s  w e r e  41 p e r c e n t ,  10 p e r c e n t  a n d  6 p e r c e n t ,  
r e s p e c t i v e l y .  H o w e v e r ,  th e  r a n g e  o f  th e  m e a n s  f o r  e a c h  o f  th e  f lo w s  
f lo w s ,  0 .1 9 4  to  0 .2 1 5 ,  i s  o n ly  10 p e r c e n t .  T h e  a v e r a g e  v a lu e  o f αs 
f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  r o u g h  b o t to m  i s  th e  s a m e  a s  f r o m  e x p e r i ­
m e n t s  w i th  th e  s m o o th  b o t to m .
O f a l l  th e  p r e v i o u s  i n v e s t i g a t o r s ,  o n ly  S a y r e  a n d  C h a n g  (5 )  
s tu d ie d  l a t e r a l  m ix in g  o f b o th  t r a c e r  f lu id s  a n d  f lo a t in g  p a r t i c l e s .
T h e i r  s t u d i e s  a n d  th i s  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  sh o w  t h a t  α s  i s  l a r g e r  
th a n  α . T h e  a v e r a g e s  o f  th e  S a y r e  a n d  C h a n g  d a t a  g iv e  α s / α  = 1 .3 9 ;
th e  a v e r a g e  d a t a  f r o m  th e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  y i e l d s  α s /α  = 1 .5 0 .
S a y r e  a n d  C h a n g  fo u n d  th a t  th e  g r a d i e n t s  d σ 2 / d x  a n d  d σ 2 s/d x  f r o m
e x p e r i m e n t s  w i th  th e  s a m e  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s  w e r e  a l m o s t  e q u a l  a n d
t h a t  th e  d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  α a n d  αs , o r  εz a n d  εzs w e r e  d u e  m o s t l y  to  
th e  d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  th e  v e l o c i t i e s ,  u  a n d  u s , u s e d  in  E q . 2 .8b an d
2 .10b. H o w e v e r ,  b y  c o m p a r in g  th e  d a t a  i n  T a b le  5 .1  o n e  c a n  s e e  t h a t  in  
th e  p r e s e n t  s tu d y  d σ 2 / d x  o r  dσ2d / d x  w a s  a lw a y s  l e s s  th a n  dσ2s/d x .
- 14 9 -
5 .2  E X P E R I M E N T S  W IT H  D E N S IT Y  D I F F E R E N C E S
5 . 2 . 1  I n t r o d u c t i o n .  A  d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s  o f  th e  e x p e r i m e n t a l  
p a r a m e t e r s  i s  p r e s e n t e d  in  t h i s  s e c t i o n .  T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  p lu s  
th e  r e s u l t s  o f t h i s  a n a l y s i s  y i e l d  a  s e t  o f e m p i r i c a l  c u r v e s  f o r  
p r e d i c t i n g  σ 2 , th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  d e p th -  
a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n ,  a n d  Cv , th e  l a t e r a l l y - a v e r a g e d  c o e f f i c i e n t  
o f  v a r i a t i o n  f o r  th e  v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s ,  a s  f u n c t io n s  
o f  th e  d i s t a n c e  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  s o u r c e ,  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  
a t  th e  s o u r c e ,  th e  w id th  o f th e  s o u r c e ,  a n d  th e  h y d r a u l i c  p a r a m e t e r s  
o f  th e  f lo w .
5 . 2 . 2  S e l e c t io n  o f  D i m e n s i o n l e s s  N u m b e r s .  T h e  tw o  d e p e n d e n t  
v a r i a b l e s  σ 2 a n d  Cv  a r e  a s s u m e d  to  b e  g iv e n  b y  th e  f u n c t io n s
( 5 .1 )
a n d
( 5 .2 )
w h e r e :
x  = d i s t a n c e  d o w n s t r e a m  f r o m  th e  s o u r c e ,  
d = d e p th  o f  th e  t w o - d i m e n s i o n a l  f lo w , 
b  = w id th  o f  s o u r c e ,  
ρa = d e n s i t y  o f  a m b i e n t  f lu id ,
Δρ = d e n s i t y  d i f f e r e n c e  a t  th e  s o u r c e ,  
u  = d e p t h - a v e r a g e d  l o n g i t u d in a l  v e lo c i ty ,  
u * = s h e a r  v e lo c i ty ,  
g = a c c e l e r a t i o n  d u e  to  g r a v i t y ,
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υ = k i n e m a t i c  v i s c o s i t y ,
Dm  = m o l e c u l a r  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t .
I n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  n o t  in c lu d e d  in  th e  10 a r g u m e n t s  o f  Ø1 a n d  Ψ1 
a r e  c o n s i d e r e d  to  b e  o f  s e c o n d a r y  i m p o r t a n c e .  B y  th e  t h e o r e m s  o f 
d i m e n s io n a l  a n a l y s i s ,  E q . 5 .1  a n d  5 .2  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  E q . 5 .3  
a n d  5 .4 ,  w h ic h  c o n ta in  7 d i m e n s i o n l e s s  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s ;
( 5 .3 )
a n d
( 5 .4 )
( 5 .5 )
an d
( 5 .6 )
T h e s e  f u n c t io n s  a r e  s i m p l i f i e d  b y  a s s u m i n g  t h a t  b o th a n d
C v  a r e  o n ly  w e a k ly  d e p e n d e n t  o n  th e  f o l lo w in g  f o u r  p a r a m e t e r s ;
w h ic h  i s  p r o p o r t i o n a l  to  th e  s q u a r e  r o o t  o f  th e  f r i c t i o n  f a c t o r ;
th e  F r o u d e  n u m b e r  f o r  th e  f lo w ; a n d a n d w h ic h  a r e
R e y n o ld s  a n d  m o l e c u l a r  P e c l e t  n u m b e r s  f o r  th e  f lo w . B y  d e le t in g  
t h e s e  f o u r  p a r a m e t e r s  f r o m  E q . 5 .3  a n d  5 .4 ,  a n d  b y  s u b s t i t u t i n g  
α u *  f o r  u * in  th e  r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  ( r e a s o n s  f o r  th e  s u b s t i t u t i o n s  
a r e  g iv e n  b e lo w ) ,  o n e  o b ta in s
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w h e r e
(5.7 a )
(5.7b)
(5.7c )
a n d
( 5 . 7 d )
T h e  p a r a m e t e r  V i s  th e  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a n c e ,  a n d  B i s  th e  d i m e n ­
s i o n l e s s  s o u r c e  w id th .  T h e  q u a n t i ty  X c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  e i t h e r  
a  d i m e n s i o n l e s s  l o n g i t u d in a l  d i s t a n c e ,  o r  a s  a  d i m e n s i o n l e s s  t im e  
e q u a l  to  th e  r a t i o  o f  x / u , th e  t im e  r e q u i r e d  f o r  f lu id  to  t r a v e l  f r o m  
th e  s o u r c e  to  s o m e  p o in t  x  d o w n s t r e a m ,  to  d / α u * , a  c h a r a c t e r i s t i c  
v e r t i c a l  m ix in g  t i m e  f o r  th e  f lo w . T h e  p a r a m e t e r  M b i s  c a l l e d  a  
d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  s t r e n g t h  b e c a u s e  th e  n u m e r a t o r  in  E q . 5.7d
c a n  b e  w r i t t e n w h ic h  i s  th e  m a g n i tu d e  o f th e  b u o y a n c y  f lu x
f r o m  th e  s o u r c e  p e r  m a s s  f lu x  th r o u g h  a  u n i t  w id th  o f  th e  f lo w .
I f  o n e  c h o o s e s ,  o n e  m a y  a l s o  d e f in e  a  d i f f e r e n t  s o u r c e  s t r e n g t h ,  
M d , g iv e n  b y
( 5 .8 )
in  w h ic h  th e  w a t e r  d e p th  r a t h e r  th a n  th e  s o u r c e  w id th  i s  u s e d  a s  
a  c h a r a c t e r i s t i c  l e n g th .  T h u s ,  in  p l a c e  o f  E q . 5 .5  o n e  m a y  w r i t e
( 5 .9 )
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In  th e  d a t a  a n a l y s i s  o f th e  fo l lo w in g  s u b s e c t i o n ,  u s in g  M b  g a v e  th e  
s i m p l e s t  r e l a t i o n s h i p s  b e tw e e n  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  B  <  < 1, 
b u t  u s in g  M d y i e ld e d  s i m p l e r  r e l a t i o n s h i p s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  
B  >  > 1.
T h e  o r i g i n a l  r e a s o n  f o r  s u b s t i t u t i n g  a u * f o r  u * w a s  to  d e c r e a s e  
th e  s c a t t e r  o f  th e  d a t a  in  F ig .  5 . 2 ,  w h ic h  i s  p r e s e n t e d  i n  th e  
f o l lo w in g  s u b s e c t io n .  H o w e v e r ,  th e  s u b s t i t u t i o n  c a n  b e  p a r t l y  
j u s t i f i e d  b e f o r e h a n d  b y  c o n s i d e r i n g  th e  r e s u l t s  f r o m  th e  e x p e r i m e n t s  
w i th o u t  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s .  I n t e g r a t i n g  E q . 2 .1 0 a  y i e l d s
( 5 .1 0 )
R e c o g n iz in g  th a t  σ2 (0) = b 2 / 12 , u s in g  εz = αu *d , a n d  d iv id in g  b y  d2
g iv e s
( 5 .1 1 )
B e c a u s e  α v a r i e d  s l i g h t ly  a m o n g  e x p e r i m e n t s  w i th  d i f f e r e n t  
c o m b in a t io n s  o f f lo w s  a n d  s o u r c e s ,  th e  f u n c t io n  V o f  E q . 5 .5  c o u ld  
n o t  t r u l y  r e p r e s e n t  th e  r i g h t  h a n d  s id e  o f  E q . 5 .1 1  i f  α  w e r e  d e le t e d  
f r o m  th e  d e f in i t i o n  o f  X . R a t h e r  th a n  i n c lu d e  α  a s  a  f o u r t h  a r g u m e n t  
o f  V , a  l o g i c a l  a l t e r n a t i v e  i s  to  u s e  th e  p r o d u c t  α u * i n  p l a c e  o f u * 
in  th e  d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s .
5 . 2 . 3  T h e  D i m e n s i o n l e s s  V a r i a n c e .  B e lo w , th e  e x p e r i m e n t a l
d a t a  a r e  u s e d  to  f in d  th e  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  th e  d i m e n s i o n l e s s
v a r i a n c e ,  V , a n d  th e  t h r e e  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r s  X , B , a n d  M b
(o r  M d). F o r  M b = 0 i t  w a s  s h o w n  t h a t  
(5.1 1 )
- 1 5 3 -
F o r  M b ≠ 0 , th e  d a t a  in  C h a p te r  4 sh o w  t h a t  th e  v a r i a n c e - d i s t a n c e  
c u r v e s  a t  l a r g e  x  a r e  p a r a l l e l  to  th e  c u r v e s  f o r  M b = 0 b u t  a r e  
d i s p l a c e d  f r o m  t h e m  b y  a n  a m o u n t ,  Δσ2 , w h ic h  h a s  b e e n  c a l l e d  th e  
e x c e s s  v a r i a n c e .  T h u s ,  o n e  c a n  w r i t e
( 5 .1 2 )
w h e r e  ΔV = Δσ2/ d 2 i s  th e  d i m e n s i o n l e s s  e x c e s s  v a r i a n c e ,  a n d  r  i s  a  
f r a c t i o n  l e s s  t h a n  o n e .  B o th  r  a n d  ΔV a r e  a l s o  d e f in e d  in  F ig .  5 .1 .  
B e c a u s e  ΔV i s  e v a lu a t e d  a t  s o m e  l a r g e  v a lu e  o f  X , ΔV s h o u ld  b e  
a  f u n c t io n  o f  o n ly  B a n d  M b (o r  M d ); h o w e v e r  r  i s  a  f u n c t io n  o f  
X a l s o .
F i g u r e  5 .1  D e f in i t io n  s k e t c h  f o r  r  a n d  ΔV .
5 . 2 . 3 . 1  T h e  E x c e s s  V a r i a n c e .  V a lu e s  o f  th e  e x c e s s  
v a r i a n c e ,  Δσ2, w e r e  m e a s u r e d  f r o m  th e  e x p e r i m e n t a l  c u r v e s  in  
F ig .  4 .2 2  to  4 .3 3  a n d  w e r e  u s e d  to  c a l c u l a t e  v a lu e s  o f th e  d i m e n ­
s i o n l e s s  p a r a m e t e r  ΔV. T h e  c o m p u te d  v a lu e s  o f  ΔV w e r e  p lo t t e d
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a s  f u n c t io n s  o f  th e  s o u r c e  s t r e n g t h s ,  M b a n d  M d , in  F ig .  5 .2  an d  
5 . 3 ,  r e s p e c t i v e l y .  In  th e  c a l c u l a t i o n  o f M b an d  B f o r  th e  e x p e r i ­
m e n t s  w i th  th e  1 0 - c m - w id e  s o u r c e ,  w h ic h  w a s  p l a c e d  a g a i n s t  th e  
l e f t  s i d e w a l l  o f th e  f lu m e ,  b  w a s  s e t  e q u a l  to  2 x  10 c m  = 20 c m ; 
f o r  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  w id e  s o u r c e ,  w h ic h  o c c u p ie d  o n e  
h a l f  th e  w id th  o f  th e  f lu m e ,  b  w a s  s e t  e q u a l  to  2 x  55 c m  =  110 c m .
T h e  v a lu e  o f α  u s e d  i n  c o m p u t in g  th e  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r s  
f o r  e a c h  e x p e r i m e n t  w a s  th e  v a lu e  c a l c u l a t e d  i n  a n  e x p e r i m e n t  
w i th  th e  s a m e  s o u r c e  a n d  f lo w  c o n d i t io n  b u t  w i th  Δ ρ /ρ a = 0.
In  F ig .  5 . 2 ,  w h e r e  ΔV i s  p lo t t e d  a g a i n s t  Mb , th e  d a t a  f r o m  
e x p e r i m e n t s  w i th  a  h e a v y  t r a c e r  f lu id  (Δ ρ /ρ a > 0) d e f in e  a  f a m i ly  
o f  c u r v e s  w i th  c o n s t a n t  v a lu e s  o f B . In  a l l  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  
1 - c m - w i d e  s o u r c e ,  B w a s  s m a l l  ( 0 .0 9 0  ≤ B ≤ 0 .2 5 8 ) .  O n  a  l o g - l o g  
p lo t ,  th e  d a t a  f r o m  t h e s e  e x p e r i m e n t s  d e f in e  a  s t r a i g h t  l in e  w h ic h  
h a s  a  s lo p e  o f  3 / 2  a n d  i s  g iv e n  b y  th e  e q u a t io n  ΔV = 6 .0  x  10- 4  M 3/2b 
T h e  d a t a  f r o m  th e  tw o  e x p e r i m e n t s  w i th  a  l i g h t  t r a c e r  f lu id  (Δ ρ /ρ a < 0) 
l i e  w e l l  a b o v e  th i s  l i n e .  A  l in e  w i th  a  3 / 2  s lo p e  f i t t e d  to  t h i s  d a ta  
y i e l d s  v a lu e s  o f  ΔV f iv e  t i m e s  t h o s e  f o r  Δ ρ /ρ a > 0.
In  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  1 2 .5  - c m - w i d e  s o u r c e ,  
a n d  in  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  d e e p e r  f lo w s  S2 a n d  R 2 w i th  th e  
2 0 - c m - w i d e  s o u r c e ,  th e  p a r a m e t e r  B w a s  b e tw e e n  3 .0 6  a n d  3 .1 2 .
T h e  d a ta  f r o m  t h e s e  e x p e r i m e n t s  d e f in e  a  c u r v e  w h ic h  l i e s  b e lo w  
o r  to  th e  r i g h t  o f  th e  l in e  d e f in e d  b y  th e  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  
th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e .  F o r  M b  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  4 0 0  o r  f o r  ΔV 
g r e a t e r  th a n  a b o u t  2 th e  tw o  c u r v e s  a r e  n e a r l y  p a r a l l e l ;  h o w e v e r ,  
f o r  l o w e r  v a lu e s  o f  M b , th e  c u r v e  f o r  3 .0 6  ≤ B ≤ 3 .1 2  b e c o m e s  s t e e p e r .
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F i g u r e  5 .2  T h e  d i m e n s i o n l e s s  e x c e s s  v a r i a n c e ,  ΔV , a s  a
f u n c t io n  o f  th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  s t r e n g t h ,
M b , a n d  th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  w id th ,  B. 
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D a ta  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  2 0 - c m - w i d e  s o u r c e  
d e f in e  th e  c u r v e  f o r  B = 4 .9 4 .  T h is  c u r v e  l i e s  to  th e  r i g h t  o f  th e  
c u r v e  d e f in e d  b y  d a ta  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  3 .0 6  ≤ B ≤ 3 .1 2 ,  b u t  
b o th  c u r v e s  h a v e  th e  s a m e  g e n e r a l  s h a p e .  O n e  o f th e  tw o  d a t a  
p o in ts  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  f lo w  S 1 a n d  th e  1 0 - c m - w i d e  s o u r c e ,  
w h ic h  w a s  p l a c e d  a g a i n s t  th e  l e f t  s i d e w a l l  o f th e  f lu m e ,  l i e s  c lo s e  
to  th e  c u r v e  f o r  B = 4 .9 4 ;  th e  o t h e r  p o in t  l i e s  a b o u t  35 p e r c e n t  
b e lo w  th e  c u r v e .
T h e  c u r v e  f o r  2 7 .2  ≤ B ≤ 2 8 .2  i s  d e f in e d  b y  d a t a  f r o m  e x p e r i ­
m e n t s  w i th  th e  w id e  s o u r c e .  V a lu e s  o f Δσ2 f r o m  t h e s e  e x p e r i m e n t s  
w e r e  o b ta in e d  f r o m  F ig .  4 .2 6  a n d  4 .3 1  w h e r e  σ2d , v a r i a n c e s  o f th e  
d i s t r i b u t i o n s  o f  th e  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t ,  a r e  g iv e n  a s  a  f u n c t io n  
o f  x . B y  u s in g  E q . 4 .1 1
(4.1 1 )
w h ic h  i s  v a l id  f o r  l a r g e  x , o n e  c a n  d e d u c e  t h a t  Δσ2 = Δσ2d. E q . 4 .1 1  
i s  v a l id  f o r  c a lc u l a t i n g  v a lu e s  o f  σ2 c o r r e s p o n d i n g  e i t h e r  to  th e  
c a s e  w h e r e  th e  f lu id  to  th e  l e f t  o f  th e  d iv id in g  w a l l  r e p r e s e n t e d  h a l f  
o f  a  110 - c m - w i d e  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  f lu id  m o r e  d e n s e  th a n  
th e  a m b ie n t  f lu id ,  o r  to  th e  c a s e  w h e r e  th e  f lu id  to  th e  r i g h t  o f  th e  
d iv id in g  w a l l  r e p r e s e n t e d  h a l f  o f  a  s o u r c e  w h ic h  d i s c h a r g e d  f lu id  
l e s s  d e n s e  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id .  T h e r e f o r e ,  t h e s e  v a lu e s  o f  Δσ2 
a p p ly  to  b o th  p o s i t i v e  an d  n e g a t i v e  v a lu e s  o f  Δ ρ /ρ a .
In  F ig .  5 . 3 ,  w h e r e  ΔV i s  p lo t t e d  a g a i n s t  M d, th e  d a t a  f r o m  
e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  Δ ρ /ρ a > 0 a l s o  d e f in e  a  f a m i ly  o f  c u r v e s  f o r  
w h ic h  B i s  c o n s t a n t  a lo n g  e a c h  c u r v e .  U n l ik e  in  F ig .  5 . 2 ,  th e  d a ta  
f r o m  a l l  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  1 - c m - w i d e  s o u r c e  do  n o t  d e f in e  o n ly
- 15 7 -
F i g u r e  5. 3 T h e  d i m e n s i o n l e s s  e x c e s s  v a r i a n c e ,  ΔV , a s  a
f u n c t io n  o f  th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  s t r e n g t h ,
M d , a n d  th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  w id th ,  B . 
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o n e  c u r v e ;  f o r  s m a l l  v a lu e s  o f  B th e  p a r a m e t e r  ΔV i s  s t r o n g l y  
d e p e n d e n t  o n  B a s  w e l l  a s  M d . H o w e v e r ,  th e  c u r v e s  f o r  B = 4 .9 4  
a n d  2 7 .2  ≤ B ≤ 2 8 .2  a r e  v e r y  c lo s e  t o g e t h e r  i n d i c a t i n g  t h a t  th e  
d e p e n d e n c e  o f  ΔV o n  B b e c o m e s  v e r y  w e a k  f o r  l a r g e  B.
T h e  ΔV -M b o r  ΔV - M d c u r v e s  a t  v a lu e s  o f  B o t h e r  t h a n  th o s e  
s h o w n  in  F ig .  5 .2  a n d  5 .3  c a n  b e  e s t i m a t e d  f r o m  i n f o r m a t i o n  
c o n ta in e d  i n  t h e s e  f i g u r e s .  S t r a i g h t  l i n e s  w i th  s lo p e s  o f  3 / 2  
r e p r e s e n t i n g  a s y m p t o t e s  a t  l a r g e  v a lu e s  o f  ΔV w e r e  d r a w n  f o r  th e  
c u r v e s  i n  F ig .  5 .2  a n d  w e r e  e x te n d e d  to  i n t e r s e c t  th e  l in e  is ΔV = 1 
a s  i s  s h o w n  in  th e  i n s e r t  o f  F ig .  5 . 4 .  T h e  v a lu e  o f  M b a t  th e  
i n t e r s e c t i o n  i s  d e n o te d  b y  M 1b , a n d  th e  e q u a t io n  o f  th e  a s y m p t o t e  
i s
( 5 .1 3 )
T h e  p a r a m e t e r  M1b w a s  p lo t t e d  a s  a  f u n c t io n  o f  B i n  F ig .  5 . 4 ,  a n d
a  s m o o th  s o l id  c u r v e  w a s  d r a w n  th r o u g h  th e  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s
w i th  Δ ρ /ρ a > 0 . A t lo w  v a lu e s  o f  B , th e  c u r v e  w a s  d r a w n  h o r i z o n t a l
b e c a u s e ,  a s  s e e n  in  F ig .  5 . 2 ,  th e  l o c a t io n  o f  th e  ΔV - M b c u r v e  i s
i n d e p e n d e n t  o f  B in  t h i s  r a n g e .  A t th e  l a r g e r  v a lu e s  o f B , th e  c u r v e
w a s  d r a w n  w i th  a  1 to  1 s lo p e  b e c a u s e ,  a s  s e e n  i n  F ig .  5 . 3 ,  th e
l o c a t io n  o f  th e  ΔV - M d c u r v e  i s  o n ly  a  w e a k  f u n c t io n  o f  B  in  t h i s  r a n g e
a n d  b e c a u s e  M b = B M d. S u f f i c ie n t  d a t a  do  n o t  e x i s t  to  d e t e r m i n e   
th e  a c tu a l  s lo p e  o f  th e  M b - B c u r v e  a t  t h e s e  l a r g e r  v a lu e s  o f  B.
T h e  d a s h e d  c u r v e  in  F ig .  5. 4 w a s  d r a w n  th r o u g h  th e  l i m i t e d
d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  Δ ρ /ρ a < 0 a n d  w a s  d r a w n  w i th  th e  s a m e
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F i g u r e  5 . 4  T h e  i n t e r c e p t ,  M 1b, a s  a  f u n c t io n  o f th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  w id th ,  B.
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g e n e r a l  s h a p e  a s  th e  c u r v e  f o r  Δ ρ /ρ a > 0 . A t s m a l l  v a lu e s  o f
B , th e  c u r v e  f o r  Δ ρ /ρ a < 0  l i e s  b e lo w  th e  c u r v e  f o r  Δ ρ /ρ a >  0; h o w e v e r , 
f o r  l a r g e  B , th e  tw o  c u r v e s  c o in c id e .
T o  c o n s t r u c t  a  ΔV -M b c u r v e  f o r  a n y  v a lu e  o f  B, o n e  s e l e c t s  
th e  v a lu e  o f M 1b  f r o m  F ig .  5 . 4 .  a n d  d r a w s  th e  a s y m p t o t e  f o r  
l a r g e  ΔV. F o r  B  <  < 1 th e  a s y m p t o t e  i s  th e  d e s i r e d  ΔV -M b  c u r v e ;  
f o r  l a r g e r  v a lu e s  o f  B th e  a s y m p t o t e  i s  a  g o o d  a p p r o x i m a t io n  o f 
th e  d e s i r e d  c u r v e  f o r  ΔV g r e a t e r  t h a n  a b o u t  2 o r  3 . B e c a u s e  th e  
l o w e r  n o n l i n e a r  p a r t s  o f  th e  c u r v e s  i n  F i g .  5 . 2  w e r e  n o t  w e l l  
d e f in e d  f o r  th e  v a l u e s  o f  B i n v e s t i g a t e d ,  n o  t e c h n iq u e  i s  g iv e n  
h e r e  to  d e t e r m i n e  a c c u r a t e l y  th e  l o w e r  p a r t s  o f  c u r v e s  f o r  o t h e r  
v a lu e s  o f B . T h e  n o n l i n e a r  p a r t s  o f  th e  c u r v e s  m a y  b e  a p p r o x i ­
m a t e d  b y  d r a w in g  th e m  s i m i l a r  in  s h a p e  to  th e  c u r v e s  in  F i g .  5 . 2 .
5 . 2 . 3 . 2  T h e  F r a c t i o n  r .  T h e  f r a c t i o n  o f th e  e x c e s s  
v a r i a n c e ,  d e n o te d  b y  r  a n d  d e f in e d  in  F ig .  5 . 1 ,  w a s  c o m p u te d  f r o m  
th e  d a t a  in  F ig .  4 .2 2  to  4 .3 3  a n d  w a s  p lo t t e d  a s  a  f u n c t io n  o f X in  
F ig .  5 .5 .  T h e s e  v a lu e s  o f  r  a r e  a l s o  l i s t e d  i n  T a b l e s  A1 a n d  A2 
o f th e  a p p e n d ix .  T h e  v a lu e  o f  r  f o r  e a c h  d a t a  p o in t  w a s  c o m p u te d  
b y  t a k in g  th e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  v a lu e s  o f  σ 2 f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  
a n d  w i th o u t  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  a n d  d iv id in g  b y  Δσ2 . F o r  c a l c u l a t i n g  
th e  d i f f e r e n c e s ,  th e  a c tu a l  e x p e r i m e n t a l  v a lu e s  o f  v a r i a n c e s  f r o m  
e x p e r i m e n t s  w i th  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  w e r e  u s e d ,  b u t  v a r i a n c e s  f o r  
e x p e r i m e n t s  w i th o u t  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  w e r e  o b t a in e d  f r o m  th e  
c u r v e s  f i t t e d  to  th e  d a ta .
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F i g u r e  5 .5  T h e  f r a c t i o n  o f  th e  e x c e s s  v a r i a n c e ,  r ,  a s  a  f u n c t io n  o f  th e  d i m e n s i o n l e s s  
d i s t a n c e  d o w n s t r e a m ,  X .
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T h e  v a lu e s  o f  r  f o r  2 7 .2  ≤ B ≤ 2 8 .2  w e r e  c o m p u te d  w i th  d a ta  
f r o m  th e  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  w id e  s o u r c e .  B e c a u s e  a c c u r a t e  
v a lu e s  o f σ 2 f o r  t h e s e  e x p e r i m e n t s  w e r e  n o t  a v a i l a b l e ,  r  w a s  
c o m p u te d  o n  th e  b a s i s  o f  σ 2d i n s t e a d  o f  σ2, e v e n  th o u g h  
E q . 4 .1 1  w a s  n o t  a lw a y s  v a l id  f o r  s m a l l  X . T h u s  th e  v a lu e s  o f  r  a t  
s m a l l  X p r o b a b l y  l i e  b e tw e e n  th e  c o r r e c t  v a lu e s  f o r  p o s i t i v e  a n d  
n e g a t iv e  Δ ρ /ρ a ; h o w e v e r ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e y  a r e  r e p r e s e n t a t i v e  
f o r  b o th .
In  F ig .  5 . 5 ,  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  s i m i l a r  v a lu e s  o f 
th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  w id th ,  B , w e r e  p lo t t e d  o n  th e  s a m e  s e t  
o f c o o r d i n a t e s ,  a n d  v a lu e s  o f  th e  s o u r c e  s t r e n g t h ,  M b , w e r e  w r i t t e n  
b e s i d e  e a c h  p o in t .  S m o o th  c u r v e s  w e r e  f i t t e d  to  th e  d a t a  b y  e y e .
F o r  Δ ρ /ρ a > 0 th e  d a t a  f o r  e a c h  r a n g e  o f  B s h o w  t h a t  r  i s  i n d e p e n d e n t  
M b · T h e r e f o r e ,  f o r  a  g iv e n  s o u r c e  a n d  s e t  o f  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s ,  
th e  d i s t a n c e  d o w n s t r e a m  r e q u i r e d  to  a c h ie v e  a n y  f r a c t i o n  o f  th e  e x c e s s  
v a r i a n c e ,  Δσ2 , i s  i n d e p e n d e n t  o f  th e  m a g n i tu d e  o f  Δσ2 . T h e  l i m i t e d  
d a t a  i n  F ig .  5.5 a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  Δ ρ /ρ a < 0 s u g g e s t  t h a t  
s l i g h t ly  l a r g e r  v a lu e s  o f  X  a r e  r e q u i r e d  w h e n  Δ ρ /ρ a <  0 th a n  w h e n
Δ ρ /ρ a > 0 . T h e  c u r v e  f o r  e x p e r i m e n t s  w i th  B  <  < 1 in  F ig .  5.5 a  
y i e l d s  s m a l l e r  v a lu e s  o f  X  f o r  th e  s a m e  v a lu e s  o f  r  th a n  th e  c u r v e s  
in  F ig .  5.5b , c a n d  d f o r  e x p e r i m e n t s  w i th  l a r g e r  v a lu e s  o f  B.
T h e r e  i s  l i t t l e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  th e  c u r v e s  in  F ig .  5.5b , c ,  a n d  d .
B e c a u s e  th e  d a ta  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  s m o o th  a n d  r o u g h  
b o t to m s  w i th  n e a r l y  th e  s a m e  v a lu e s  o f  B d e f in e  s in g l e  c u r v e s  in  
F ig .  5 . 2 ,  5 . 3 ,  a n d  5 . 5 ,  o n e  c a n  c o n c lu d e  t h a t  th e  f r i c t i o n  f a c t o r ,  
f  = 8 (u * / u ) 2, h a s  b e e n  in c lu d e d  p r o p e r l y  i n  th e  d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s , e v e n
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th o u g h  f  d o e s  n o t  a p p e a r  e x p l i c i t l y  in  E q . 5 .5  a s  a n  a r g u m e n t  o f  V. 
H o w e v e r ,  w h e n  u * / u  w a s  d e l e t e d  f r o m  th e  d e f in i t i o n  o f X , o r  
w h e n  u  w a s  u s e d  in  p l a c e  o f  u *, o r  αu *, in  th e  d e f in i t i o n s  o f  M d 
a n d  M b , th e  d a ta  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  r o u g h  a n d  s m o o th  b o t to m s  
d id  n o t  d e f in e  s in g l e  c u r v e s  in  F ig .  5 . 2 ,  5 . 3 ,  a n d  5 . 5 ,  a n d  f  h a d  
to  b e  i n c lu d e d  a s  a  f o u r t h  a r g u m e n t  o f V .
5 . 2 . 3 . 3  M a x im iz in g  L a t e r a l  M ix in g . If  o n e  w i s h e s  
to  m ix  a  s o lu t e  o r  o t h e r  d e n s i t y - d i f f e r e n c e  - c a u s i n g  a g e n t  a c r o s s  th e  
w id th  o f a  s t r e a m  r a p i d l y  i t  i s  w o r th w h i le  lo o k in g  a t  d a t a  f r o m  
e x p e r i m e n t s  w i th  s i m i l a r  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s  a n d  s o u r c e  s t r e n g t h s ,  
M b , b u t  d i f f e r e n t  s o u r c e  w id th s .  B y u s in g  th e  d e f in i t i o n  
M b  = Δρ/ρa - gb /  (α u * )2 a n d  a s s u m i n g  t h a t  th e  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n
d e n s i t y  a n d  c o n c e n t r a t i o n  i s  l i n e a r ,  o n e  c a n  s e e  t h a t  in  e x p e r i m e n t s  
w i th  th e  s a m e  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s  a n d  v a lu e  o f M b , th e  s a l t  f lu x  
f r o m  e a c h  s o u r c e  i s  th e  s a m e ,  r e g a r d l e s s  o f  th e  s o u r c e  w id th .  
O b v io u s ly , th e  c o n c e n t r a t i o n  o f  th e  e f f l u e n t  f r o m  a  n a r r o w  s o u r c e  
w o u ld  b e  h i g h e r  t h a n  th e  c o n c e n t r a t i o n  o f  th e  e f f l u e n t  f r o m  a  w id e  
s o u r c e .
In  F ig .  5.6 a ,  v a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e s  a r e  p r e s e n t e d  f r o m  t h r e e  
e x p e r i m e n t s  w i th  th e  s a m e  h y d r a u l i c  c o n d i t io n s  a n d  s i m i l a r  v a lu e s  
o f M b  b u t  w i th  d i f f e r e n t  s o u r c e  w id th s .  In  F ig .  5.6 b ,  th e  m a x i m u m  
r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o b s e r v e d  in  e a c h  c r o s s - s e c t i o n  i s  p r e s e n t e d  
a s  a  f u n c t io n  o f  x . In  E x p . 122 , th e  v a r i a n c e  a t  x  = 0 a n d  th e  
s o u r c e  s t r e n g t h ,  M b , w e r e  l e s s  th a n  i n  e i t h e r  E x p . 164 o r  140 ,
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F i g u r e  5 .6  a )  V a r i a n c e - ,  a n d  b )  M a x im u m  c o n c e n t r a t i o n - d i s t a n c e
c u r v e s  f r o m  s o m e  e x p e r i m e n t s  w i th  s i m i l a r  f lo w
c o n d i t io n s  a n d  v a lu e s  o f  M b b u t  d i f f e r e n t  s o u r c e  w id th s .
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a n d  th e  m a x i m u m  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  a t  x  = 0 w a s  h i g h e r  th a n  in  
e i t h e r  o f th e  o t h e r  tw o  e x p e r i m e n t s .  H o w e v e r ,  d o w n s t r e a m  f r o m  
a b o u t  x  = 100 c m  th e  v a r i a n c e  in  E x p . 122 w a s  g r e a t e r  th a n  in  
e i t h e r  E x p . 164 o r  140 , a n d  d o w n s t r e a m  f r o m  a b o u t  x  = 4 0 0  c m  
th e  m a x i m u m  o b s e r v e d  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  w a s  l e s s .  In  E x p . 164 , 
th e  i n i t i t a l  v a r i a n c e  w a s  l e s s  th a n  in  E x p . 140 a n d  th e  m a x i m u m  
c o n c e n t r a t i o n  a t  x  = 0 w a s  g r e a t e r ;  h o w e v e r ,  d o w n s t r e a m  f r o m  a b o u t  
x  = 500 c m  th e  v a r i a n c e s  in  b o th  e x p e r i m e n t s  w e r e  n e a r l y  th e  s a m e ,  
a n d  d o w n s t r e a m  f r o m  a b o u t  x  = 1500 c m  th e  m a x i m u m  r e l a t i v e  
c o n c e n t r a t i o n s  w e r e  n e a r l y  th e  s a m e .
W h e n  c o m p a r in g  d a t a  f r o m  o t h e r  e x p e r i m e n t s  w i th  s i m i l a r  
h y d r a u l i c  c o n d i t io n s  a n d  s o u r c e  s t r e n g t h s  b u t  d i f f e r e n t  s o u r c e  
w id th s  o n e  a l s o  f in d s  t h a t  f a r  d o w n s t r e a m ,  v a r i a n c e s  a r e  s o m e t i m e s  
g r e a t e r  a n d  p e a k  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n s  a r e  s o m e t i m e s  l e s s  in  th e  
e x p e r i m e n t s  w i th  th e  n a r r o w e r  s o u r c e s .  E x a m p le s  a r e  th e  p a i r s :  
E x p . 113 a n d  15 1 w i th  f lo w  S 2 , E x p . 117 a n d  152 w i th  f lo w  S 2 , an d  
E x p . 130 a n d  165 w i th  f lo w  S 1. In  e a c h  o f  t h e s e  p a i r s ,  M b f o r  th e  
f i r s t  e x p e r i m e n t  w a s  e q u a l  to  o r  l e s s  th a n  in  th e  s e c o n d ,  a n d  th e  
s o u r c e  w id th  w a s  l e s s  i n  th e  f i r s t ;  h o w e v e r , f a r  d o w n s t r e a m  th e  
v a r i a n c e  in  th e  f i r s t  e x p e r i m e n t  w a s  g r e a t e r  th a n  in  th e  s e c o n d .
T h e s e  r e s u l t s  sh o w  t h a t  i f  o n e  w i s h e s  to  d i lu t e  a  d e n s i t y -  
d i f f e r e n c e  - c a u s in g  a g e n t  in  a  s t r e a m  b y  c r o s s w i s e  m ix in g ,  i t  
i s  n o t  a lw a y s  a d v a n ta g e o u s  to  d i lu t e  th e  s u b s t a n c e  i n i t i a l l y  b y  
i n t r o d u c in g  i t  in to  th e  s t r e a m  a c r o s s  a  w id e  w id th .  In  s o m e  c a s e s
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i t  m a y  b e  a d v a n ta g e o u s  to  i n t r o d u c e  th e  a g e n t  i n  c o n c e n t r a t e d  f o r m  
a c r o s s  s o m e  s m a l l  w id th  o f  th e  s t r e a m ;  h o w e v e r ,  u n d e r  s u c h  
c o n d i t io n s ,  h ig h  c o n c e n t r a t i o n s  w o u ld  e x i s t  c lo s e  to  th e  s o u r c e .
5 . 2 . 4  T h e  A v e r a g e  C o e f f i c i e n t  o f V a r i a t i o n .  T h e  c o n c e n t r a t i o n -  
w e ig h te d ,  l a t e r a l l y - a v e r a g e d  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n  f o r  th e  v e r t i c a l  
c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s ,  Cv , w h ic h  w a s  d e f in e d  b y  E q . 4 .1 5 ,  
w a s  p lo t t e d  in  F ig .  5 .7  a s  a  f u n c t io n  o f th e  d i m e n s i o n l e s s  d i s t a n c e  
X . D a ta  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  s i m i l a r  v a lu e s  o f  th e  d i m e n s i o n l e s s  
s o u r c e  w id th ,  B , a r e  o n  c o m m o n  s e t s  o f  c o o r d i n a t e s ,  a n d  a  v a lu e  o f 
th e  s o u r c e  s t r e n g t h ,  M b o r  M d , i s  b e s i d e  e a c h  p o in t .  T h e  s o u r c e  
s t r e n g t h  M b , w h ic h  in c l u d e s  th e  s o u r c e  w id th  i n  i t s  d e f i n i t i o n ,  i s  u s e d  
w i th  a l l  d a t a  e x c e p t  t h o s e  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  w id e  s o u r c e .
W ith  t h e s e  d a ta ,  w h ic h  w e r e  p lo t t e d  in  F ig .  5.7d , th e  s o u r c e  s t r e n g t h  
M d i s  u s e d .  T h e  p a r a m e t e r  M b  w a s  n o t  u s e d  in  F ig .  5.7 d , n o r  w a s  
t h i s  f i g u r e  l a b e l e d  2 7 .2  ≤ B ≤ 2 8 .2  a s  w a s  F ig .  5.5d b e c a u s e  th e  
v a lu e s  o f C v  f r o m  t h e s e  e x p e r i m e n t s  w e r e  o b ta in e d  b y  a v e r a g i n g  o n ly  
d a t a  f r o m  a c r o s s  th e  m ix e d  z o n e  b e tw e e n  th e  tw o  f lu id s  a n d  n o t  
a c r o s s  a l l  t h a t  p a r t  o f  th e  f lu m e  o c c u p ie d  b y  th e  p lu m e  f r o m  th e  
h y p o t h e t i c a l  110 - c m - w i d e  s o u r c e .
S m o o th e d  c u r v e s  d e f in in g  th e  l o c u s  o f  p o in t s  o f  c o n s t a n t  s o u r c e  
s t r e n g t h  w e r e  d r a w n  th r o u g h  th e  d a t a  in  F ig .  5 .7 .  T h e s e  d a t a  sh o w
t h a t  Cv a t t a i n s  a  m a x i m u m  a t  X < 0 . 2  f o r  B  <  < 1, a n d  a t  X  ≈ 0 . 4  f o r
l a r g e r  B . F o r  X  a n d  B c o n s t a n t  th e  d a ta  sh o w  t h a t  C v  i n c r e a s e s  
w i th  M b , an d  t h a t  C v  d e c r e a s e s  w i th  i n c r e a s i n g  B f o r  X  a n d  Mb
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F i g u r e  5 .7  L a t e r a l l y  a v e r a g e d  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n ,  Cv , a s  a
f u n c t io n  o f th e  d im e n s i o n l e s s  d i s t a n c e  d o w n s t r e a m ,  X .
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c o n s t a n t .  T h e  d a t a  in  F ig .  5.7 a  a l s o  sh o w  t h a t  C i s  l a r g e r  
w h e n  Δ ρ /ρ a < 0 th a n  w h e n  Δρ/ρa >  0 i f  M b i s  th e  s a m e  m a g n i tu d e .  
T h e  d a t a  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  th e  w id e  s o u r c e  i n d i c a t e  t h a t  Cv
i n c r e a s e s  w i th  M d.
5 . 2 . 5  P r e d i c t i n g  C o n c e n t r a t i o n  D i s t r i b u t i o n s .  T h e  r e s u l t s  
o f  th e  a n a l y s e s  in  t h i s  c h a p t e r  c a n  b e  u s e d  to  e s t i m a t e  c o n c e n t r a t i o n  
d i s t r i b u t i o n s  d o w n s t r e a m  f r o m  a  s o u r c e  d i s c h a r g i n g  f lu id  w i th  a  
d e n s i t y  d i f f e r e n t  f r o m  th e  a m b i e n t  f lu id  b u t  w i th  a  v e lo c i ty  e q u a l  
to  th e  a m b i e n t  f lu id  v e lo c i ty .  A s a  f i r s t  s t e p  in  e s t i m a t i n g  c o n ­
c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  f o r  a  p a r t i c u l a r  p r o b l e m ,  th e  d i m e n s i o n l e s s  
v a r i a n c e - d i s t a n c e  c u r v e ,  V (X ), i s  c o n s t r u c t e d  f r o m :  1) V (X ) f o r  
a  n e u t r a l l y  b u o y a n t  t r a c e r ,  w h ic h  i s  g iv e n  b y  E q . 5 .1 1 ; 2) th e
e x c e s s  v a r i a n c e ,  ΔV , o b t a in e d  f r o m  a  ΔV -M b c u r v e ,  w h ic h  c a n
b e c o n s t r u c t e d  u s in g  F ig .  5 . 4 ;  a n d  3) th e  f r a c t i o n  o f  th e  e x c e s s  
v a r i a n c e ,  r ( X ) ,  w h ic h  i s  o b ta in e d  f r o m  F ig .  5 . 5 .  T h e  f u n c t io n  V (X ) 
a n d  th e  c o r r e s p o n d i n g  σ 2 (x ) a r e  o b ta in e d  f r o m  E q . 5 .1 2 .
T o  c a l c u l a t e  th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  s t r e n g t h ,  M b , a n d  th e  
d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  w id th ,  B , w h ic h  a r e  r e q u i r e d  to  c o n s t r u c t  
V (X ) a n d  to  r e l a t e  V (X ) to  σ 2 (x ), o n e  m u s t  k n o w  d , b , (Δρ/ρa)g , u , a n d
αu * . E a c h  o f  th e  v a r i a b l e s  a p p e a r i n g  in  t h i s  l i s t ,  e x c e p t  p e r h a p s
th e  d i m e n s i o n l e s s  l a t e r a l  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t ,  α  = εz / u *d , w o u ld 
n o r m a l l y  b e  a v a i l a b l e  a s  b a s i c  i n f o r m a t i o n  in  a  p a r t i c u l a r  p r o b le m .  
If p o s s i b l e ,  α s h o u ld  b e  c o m p u te d  f r o m  o b s e r v a t i o n s  o f  εz r a t h e r  
th a n  b e  e s t i m a t e d .  (If α  i s  g r e a t e r  th a n  a b o u t  0 . 2 ,  o n e  s h o u ld
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s u s p e c t  t h a t  s i g n i f i c a n t  s e c o n d a r y  c u r r e n t s  e x i s t  in  th e  a m b i e n t  f lo w , 
a n d  t h e r e f o r e ,  th e  a c c u r a c y  o f  p r e d i c t i o n s  m a d e  u s in g  th e  e x p e r i ­
m e n t a l  r e s u l t s  o f  t h i s  s tu d y  i s  u n c e r t a i n . )
N e x t ,  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  a r e  
a s s u m e d  to  b e  g iv e n  b y  th e  s o lu t io n  to  th e  d i f f u s io n  e q u a t io n ,
E q . 4 . 2 ,  w i th  th e  a p p r o p r i a t e  i n i t i a l  c o n d i t io n ,  b u t ,  w i th  th e  
x - c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m e d  so  t h a t  th e  v a r i a n c e s  o f  th e  l a t e r a l  
d i s t r i b u t i o n s  g iv e n  b y  th e  s o lu t io n  e q u a l  t h o s e  o b t a in e d  f r o m  E q . 5 .1 2 .  
T h u s ,  in  th e  s o lu t i o n  to  E q . 4 . 2 ,  o n e  s u b s t i t u t e s
( 5 .1 4 )
f o r  x , w h e r e  σ 2 (x ) i s  o b ta in e d  f r o m  E q . 5 .1 2 .
T h is  m e th o d  o f  c a l c u l a t i n g  C (x , z ) i s  a  g o o d  a p p r o x i m a t io n  f o r  X 
g r e a t e r  t h a n  a b o u t  tw o .
A n  i n t e g r a l  m e a s u r e  o f  th e  v a r i a t i o n  o f  c o n c e n t r a t i o n  w ith
d e p th  i s  g iv e n  b y  th e  l a t e r a l l y - a v e r a g e d  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n
f o r  th e  v e r t i c a l  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s ,  Cv , w h ic h  i s  o b ta in e d
f r o m  F ig .  5 . 7 .  T h e  v a r i a t i o n  i n  c o n c e n t r a t i o n  c o r r e s p o n d i n g  to  
p a r t i c u l a r  v a lu e s  o f  C v  c a n  b e  s e e n  in  F ig .  4 . 4 0  to  4 .4 4 .
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C H A P T E R  6
A N A L Y T IC  S T U D Y
6 .1  IN T R O D U C T IO N
In  th e  f i r s t  p a r t  o f  t h i s  c h a p t e r ,  a n  a n a l y s i s  s i m i l a r  to  t h a t  
u s e d  b y  H a n s e n  a n d  R a t t r a y  (25 ) i s  u s e d  to  d e r i v e  e x p r e s s i o n s  f o r  
th e  h o r i z o n t a l  v e l o c i t i e s  i n d u c e d  b y  h o r i z o n t a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  in  a  
t u r b u l e n t  f lu id .  D i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t s  d u e  to  th e  in d u c e d  v e l o c i t i e s  
a r e  o b ta in e d  u s in g  a n  e x p r e s s i o n  g iv e n  b y  E l d e r  (4). I n  th e  l a s t  p a r t  
o f  t h i s  c h a p t e r ,  th e  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t s  a r e  u s e d  in  a n  a n a l y s i s  
o f  th e  e x p e r i m e n t s  f r o m  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  a n d  a l s o  in  a n  a n a l y s i s  o f 
s o m e  p u b l i s h e d  d a t a  b y  I p p e n ,  H a r l e m a n n  a n d  L in  (2 ).
6 . 2  B A S IC  E Q U A T IO N S
T h e  e q u a t io n s  w h ic h  f o r m  th e  b a s i s  f o r  th e  a n a l y s i s  o f t h i s  
c h a p t e r  a r e  g iv e n  b e lo w  t o g e t h e r  w i th  th e  a s s u m p t i o n s  e m b o d ie d  
in  t h e s e  e q u a t i o n s .  T h e  e q u a t io n s  g iv e n  a r e :  T h e  e q u a t io n  o f 
s t a t e  f o r  th e  f lu id ,  th e  c o n t in u i ty  e q u a t io n  f o r  th e  f lu id ,  m o m e n tu n  
e q u a t io n s  f o r  th e  t h r e e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s ,  a n d  th e  c o n s e r v a t i o n  
o f  m a s s  e q u a t io n  f o r  a  d i s s o l v e d  s u b s t a n c e .  (If d e n s i t y  d i f f e r e n c e s
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a r e  d u e  to  d i f f e r e n c e s  in  t e m p e r a t u r e  r a t h e r  t h a n  d i f f e r e n c e s  in  
th e  c o n c e n t r a t i o n  o f  a  d i s s o l v e d  s u b s t a n c e ,  th e  c o n s e r v a t i o n  o f  
e n e r g y  o r  h e a t  e q u a t io n  c a n  b e  s u b s t i t u t e d  f o r  th e  l a s t  e q u a t io n . )
T h e  e q u a t io n  o f  s t a t e  f o r  a n  a q u e o u s  s o lu t io n  o f  lo w  
c o n c e n t r a t i o n  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  th e  l i n e a r  r e l a t i o n
( 6 .1 )
in  w h ic h  ρ i s  th e  d e n s i t y  o f  a  s o lu t io n  w i th  c o n c e n t r a t i o n  c ,  a n d
ρa i s  th e  d e n s i t y  o f  a  r e f e r e n c e  o r  a m b i e n t  s o lu t io n  w i th  c o n c e n t r a t i o n
ca . B o th  th e  c o n c e n t r a t i o n  a n d  d e n s i t y  h a v e  u n i t s  o f  m a s s  p e r  u n i t  
v o lu m e ;  th e  p a r a m e t e r  β i s  d i m e n s i o n l e s s  a n d  i s  a s s u m e d  to  h e  a  
c o n s t a n t .  D a ta  f r o m  R e f . 27 , p . 1909 f o r  w e a k  (o n e  p e r c e n t )  N a C l 
s o lu t i o n s  y i e l d  β = 0 .7 1 .
T h e  c o n t in u i ty  e q u a t io n  i s  a s s u m e d  to  b e
( 6 .2 )
w h e r e  u , v , a n d  w  a r e  t i m e - a v e r a g e d  v e l o c i t i e s  in  th e  x - ,  y - ,  a n d  z -
d i r e c t i o n s .  E q . 6 .2  i s  n o t  e x a c t  b e c a u s e  i t  d o e s  n o t  in c lu d e  th e  r a t e  o f
d i l a t a t i o n  o f  th e  f lu id  w i th  c h a n g in g  c o n c e n t r a t i o n ,  w h ic h  o c c u r s  i f
β  ≠  1. F o r  l a m i n a r  f lo w  in  a  p o r o u s  m e d i u m ,  L i s t  (36 ) s h o w e d
t h a t  th e  e r r o r  in  th e  c o n t in u i ty  e q u a t io n ,  E q . 6 . 2 ,  i s  o f  o r d e r
(ρ - ρa)/ρa ; b y  u s i n g  th e  s a m e  a r g u m e n t s  a s  u s e d  b y  L i s t ,  o n e  c a n   
o b t a i n  th e  s a m e  r e s u l t  f o r  a  t u r b u l e n t  s h e a r  f lo w .
T h e  e q u a t io n  f o r  th e  c o n s e r v a t i o n  o f  m a s s  o f a  s o lu te
i s  w r i t t e n  a s
- 1 7 2 -
( 6 .3 )
w h e r e  c i s  a  t i m e - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n .  In  w r i t i n g  E q . 6 .3  i t  i s  
a s s u m e d  th a t  m a s s  t r a n s p o r t  b y  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  in  e a c h  o f  th e  
t h r e e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  th e  p r o d u c t  o f  a  
t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  a n d  th e  m e a n  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t  in  
t h a t  d i r e c t i o n .  (E q . 2 .1  i s  o b t a in e d  f r o m  E q . 6 .3  b y  u s in g  E q . 6 .2 ) .
T h e  m o m e n tu m  e q u a t io n s  a r e  w r i t t e n  a s
(6.4 a )
(6.4 b )
(6.4 c )
T h e  q u a n t i t i e s  ℓ x ,  ℓy , a n d  ℓz a r e  th e  c o s i n e s  o f  th e  a n g le s  
b e tw e e n  th e  v e r t i c a l  a n d  th e  x - ,  y - ,  a n d  z -  d i r e c t i o n s ;  th e  t e r m s
τx x , τx y , e tc  a r e  th e  t u r b u l e n t  R e y n o ld s  s t r e s s e s ,  a n d  p i s  p r e s s u r e .
In  th e  d e r i v a t i o n  o f  E q . 6 . 4 ,  E q . 6 . 2  i s  u s e d .  A ls o ,  th e  B o u s s i n e s q  
a p p r o x i m a t io n  i s  m a d e  in  w h ic h  c h a n g e s  in  f lu id  d e n s i t y  a r e  a s s u m e d  
n o t  to  a f f e c t  th e  i n e r t i a  o f a  f lu id  e l e m e n t ;  t h e r e f o r e ,  o n  th e  l e f t  
h a n d  s id e s  o f E q . 6 . 4 ,  th e  d e n s i t y  i s  s e t  e q u a l  to  a  c o n s t a n t ,  ρa . 
H o w e v e r ,  th e  e f f e c t  o f c h a n g e s  in  d e n s i t y  a r e  c o n s i d e r e d  in  
c o m p u t in g  th e  s u b m e r g e d  w e ig h t  o f a  f lu id  e l e m e n t ;  t h e r e f o r e ,  o n  
th e  r i g h t  h a n d  s i d e s  o f  th e  e q u a t i o n s ,  th e  d e n s i t y  i s  r e t a i n e d  a s  
a  v a r i a b l e .
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6 .3  S IM P L IF IC A T IO N  O F  T H E  B A S IC  E Q U A T IO N S
T w o p h y s i c a l  s y s t e m s  a r e  n o w  c o n s i d e r e d  f o r  w h ic h  th e  
e q u a t io n s  p r e s e n t e d  in  th e  p r e v i o u s  s e c t i o n  m a y  b e  s im p l i f i e d  
s u f f i c i e n t l y  s o  t h a t  a  s o lu t io n  c a n  b e  o b ta in e d  w h ic h  p r e d i c t s  th e  
e f f e c t  o f a  h o r i z o n t a l  d e n s i t y  g r a d i e n t  o n  h o r i z o n t a l  m ix in g .
6 . 3 . 1  L a t e r a l  M ix in g . C o n s i d e r  f i r s t  l a t e r a l  m ix in g  f a r  
d o w n s t r e a m  f r o m  a  s o u r c e  w h ic h  i s  d i s c h a r g i n g  f lu id  in to  a  w id e ,  
u n i f o r m ,  t u r b u l e n t ,  o p e n - c h a n n e l  f lo w . A s in  th e  e x p e r i m e n t s  
d e s c r i b e d  in  th e  p r e v i o u s  c h a p t e r s ,  l e t  th e  f lu id  t h a t  i s  d i s c h a r g e d  
f r o m  th e  s o u r c e  h a v e  a  d e n s i t y  d i f f e r e n t  f r o m  th e  a m b i e n t  f lu id ,  b u t  
l e t  th e  d i s c h a r g e  v e lo c i ty  f r o m  th e  s o u r c e  b e  th e  s a m e  a s  th e  
v e lo c i ty  o f  th e  a m b i e n t  f lo w . C h o o s e  th e  s a m e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
a s  w a s  u s e d  in  th e  e x p e r i m e n t s .  T h e  o r i g i n  i s  l o c a t e d  o n  th e  
c h a n n e l  b o t to m  a t  th e  c e n t e r  l in e  o f th e  s o u r c e .  T h e  x - a x i s  i s  
p a r a l l e l  to  th e  c h a n n e l  b o t to m  a n d  in  th e  d i r e c t i o n  o f th e  a m b i e n t  
f lo w ;  th e  z - c o o r d i n a t e  i s  h o r i z o n t a l  a n d  p e r p e n d i c u l a r  to  x ; th e  
y - c o o r d i a n t e  i s  n o r m a l  to  x  a n d  z a n d  i s  p o s i t i v e  u p w a r d s .  In  th e  
c a s e  o f  h o r i z o n t a l  m ix in g  b e tw e e n  tw o  w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s ,  th e  
o r i g i n  i s  l o c a t e d  o n  th e  c h a n n e l  b o t to m  a t  th e  c o n f lu e n c e  o f  th e  tw o  
s t r e a m s .
L e t  th e  d i s t a n c e s  o v e r  w h ic h  d e n s i t y - i n d u c e d  v e l o c i t i e s
c h a n g e  b e  c h a r a c t e r i z e d  in  th e  y - d i r e c t i o n  b y  d , th e  d e p th  o f  f lo w ;
in  th e  z - d i r e c t i o n  b y  σ o r  σ d, th e  s t a n d a r d  d e v ia t i o n  o f  th e  l a t e r a l
d i s t r i b u t i o n  o f  th e  c o n c e n t r a t i o n  o r  l a t e r a l  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t ;  
a n d  in  th e  x - d i r e c t i o n  b y  x , th e  d i s t a n c e  d o w n s t r e a m  f r o m  th e
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s o u r c e .  A t l a r g e  v a lu e s  o f  x  o n e  e x p e c t s
( 6 .5 )
I t  i s  a s s u m e d  t h a t  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  v e l o c i t i e s  a r e  m u c h  s m a l l e r  
th a n  th e  m e a n  l o n g i tu d in a l  v e lo c i ty .  A ls o ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  u  
c h a n g e s  s u f f i c i e n t l y  s lo w ly  in  th e  x - d i r e c t i o n  s o  t h a t  th e  f i r s t  t e r m  
in  E q . 6 . 2 ,  th e  c o n t in u i ty  e q u a t io n ,  i s  o f th e  s a m e  o r  o f  s m a l l e r  
m a g n i tu d e  th a n  e i t h e r  o f  th e  o t h e r  tw o  t e r m s .  A n  o r d e r  o f 
m a g n i tu d e  a n a l y s i s  th e n  y i e l d s
( 6 .6 )
w h e r e  O ( ) d e n o te s  o r d e r  o f  m a g n i tu d e .
N e x t , i t  i s  a s s u m e d  t h a t  th e  R e y n o ld s  s t r e s s e s  in  E q . 6 . 4  
c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  th e  t e r m s  o n  th e  r i g h t  h a n d  s id e  o f th e  
m a t r i x  e q u a t io n
( 6 .7 )
T h e  t e r m s  ε x , εy , a n d  εz a r e  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  f o r  
m a s s ,  a n d  λx , λy , a n d  λz a r e  t u r b u l e n t  S c h m id t  n u m b e r s ,  w h ic h  
a r e  th e  r a t i o s  o f  th e  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  f o r  m o m e n tu m  to  th e  
d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  f o r  m a s s  so  t h a t  th e  p r o d u c t s  λx ε x , e t c .  a r e  
m o m e n tu m  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  o r  e d d y  v i s c o s i t i e s .  T h e  a m b i e n t  
d e n s i t y ,  ρa , i s  u s e d  in  p l a c e  o f  th e  a c t u a l  d e n s i t y  to  b e  c o n s i s t e n t
w i th  th e  B o u s s i n e s q  a p p r o x i m a t io n  w h ic h  w a s  u s e d  in  th e  d e r i v a t i o n  
o f  E q . 6 . 4 .
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B y u s in g  E q s .  6 . 5 ,  6 . 6  a n d  6 . 7 ,  o n e  c a n  c o m p a r e  th e  r e l a t i v e  
i m p o r t a n c e  o f  th e  v a r i o u s  t e r m s  in  E q . 6 . 4 .  C o m p a r in g  th e  l a s t  
t h r e e  t e r m s  o n  th e  r i g h t - h a n d  s id e  a n d  a l l  t e r m s  o n  th e  l e f t - h a n d  
s id e  o f  E q . 6 .4 b  w i th  c o r r e s p o n d i n g  t e r m s  in  E q . 6.4 c ,  o n e  f in d s  
t h a t  th e  t e r m s  in  E q . 6 .4 b  a r e  o f  o r d e r  d / σ  t i m e s  t h o s e  in  
E q . 6 . 4 c .  B e c a u s e  d / σ <  < 1, t h e s e  t e r m s  c a n  b e  o m i t t e d  f r o m  
E q . 6.4 b ; f o r  ℓy ≈  1 o n e  o b ta in s
( 6 .8 )
T h u s ,  th e  e q u a t io n  o f m o t i o n  in  th e  y - d i r e c t i o n  i s  r e d u c e d  to  a  
h y d r o s t a t i c  r e l a t i o n s h i p .
W h e n  E q . 6 .7  i s  s u b s t i t u t e d  in to  E q . 6 . 4 ,  th e  r i g h t - h a n d  s id e  
o f  E q . 6.4 c  b e c o m e s
( 6 .9 )
R e s u l t s  g iv e n  i n  C h a p t e r  2 f r o m  p r e v i o u s  i n v e s t i g a t i o n s  in  h o m o ­
g e n e o u s  f l u i d s  s h o w  t h a t  εx , εy , a n d  εz a r e  no  m o r e  th a n  a n  o r d e r  
o f  m a g n i tu d e  a p a r t .  O n e  c a n  a s s u m e  t h a t  th e  s a m e  i s  t r u e  f o r
λx εx , λy εy , an d  λz εz w h e n  th e  R i c h a r d s o n  n u m b e r  i s  s m a l l .  W ith  t h i s  
    
a s s u m p t i o n  a n d  th e  i n e q u a l i t y  6 . 5 ,  o n e  c a n  s h o w  t h a t  th e  t h i r d  a n d  l a s t  
t e r m s  in  e x p r e s s i o n  6 .9  a r e  s m a l l e r  th a n  th e  f o u r t h  t e r m  a n d  t h e r e ­
f o r e  c a n  b e  d e l e t e d .  B e c a u s e  ℓz =  0 , th e  s e c o n d  t e r m  i s  a l s o  d e l e t e d .
E q . 6.4 c  i s  f u r t h e r  s i m p l i f i e d  b y  d e l e t i n g  th e  e n t i r e  l e f t - h a n d  
s i d e ,  w h ic h  i s  v a l i d  i f  e a c h  o f  th e  t e r m s  o n  th e  l e f t  i s  m u c h
s m a l l e r  th a n I t  i s  a s s u m e d  t h a t  th e
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f i r s t  t e r m  o n  th e  l e f t - h a n d  s id e  o f E q . 6.4 c  i s  o f  th e  s a m e  o r  
s m a l l e r  o r d e r  o f m a g n i tu d e  th a n  th e  s e c o n d  t e r m ;  b y  u s in g  
E q . 6 . 6  i t  i s  p o s s i b l e  to  sh o w  t h a t  th e  l a s t  tw o  t e r m s  a r e  o f  th e  
s a m e  o r d e r .  T h u s ,  to  d e l e t e  th e  l e f t - h a n d  s id e  o f E q . 6.4 c  i t  
i s  o n ly  n e c e s s a r y  t h a t
( 6 .1 0 )
a n d
( 6 .1 1 )
T h e s e  i n e q u a l i t i e s  a r e  g e n e r a l l y  t r u e  i f
( 6 .1 2 )
a n d
( 6 .1 3 )
r e s p e c t i v e l y ,  w h ic h  i n  t u r n  a r e  t r u e  i f
( 6 .1 4 )
a n d
( 6 .1 5 )
B e c a u s e  th e  l e f t - h a n d  s id e  o f i n e q u a l i t i e s  6 . 1 4  a n d  6 .1 5  go to  z e r o  a s  
x  a n d  σ b e c o m e  v e r y  l a r g e ,  i n e q u a l i t i e s  6. 10 a n d  6 .1 1  a r e  t r u e  f o r  
x  s u f f i c i e n t l y  l a r g e .  W ith  th e  a b o v e  s u b s t i t u t i o n  a n d  d e l e t i o n s ,
E q . 6 .4 c ,  th e  e q u a t io n  o f  m o t i o n  in  th e  z - d i r e c t i o n ,  b e c o m e s
- 1 7 7 -
( 6 .1 6 )
P h y s i c a l l y  E q . 6 .1 6  s t a t e s  t h a t  th e  l a t e r a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t ,
i s  b a l a n c e d  t o t a l l y  b y  s h e a r i n g  o f  th e  l a t e r a l  v e lo c i ty ,  w , a n d  a l l
a c c e l e r a t i o n s  a r e  n e g l i g ib l e .
E q . 6 . 2 ,  th e  c o n t in u i ty  e q u a t io n ,  c a n  b e  i n t e g r a t e d  f r o m  
y  = 0 to  d to  y i e l d  f o r  d = c o n s t a n t
( 6 .1 7 )
w h e r e a n d a r e  d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e s  o f  u  a n d  w . F o r  u n i f o r m
f lo w t h e r e f o r e o r
( 6 .1 8 )
F o r  th e  p r o b l e m  b e in g  c o n s i d e r e d ,  w  = 0.
E q . 6 .3 ,  th e  e x p r e s s i o n  f o r  th e  c o n s e r v a t i o n  o f  m a s s  f o r  a  
s o lu te ,  i s  a l s o  i n t e g r a t e d  o v e r  th e  d e p th ;  f o r  th e  d e p th  e q u a l  to  a  
c o n s t a n t ,
( 6 .1 9 )
w h e r e  a n  o v e r - b a r  d e n o te s  a n  a v e r a g e  o v e r  th e  d e p th ,  a n d  a  p r i m e d  
q u a n t i ty  i s  th e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  th e  v a lu e  o f  a  v a r i a b l e  a t  a  p o in t  
a n d  th e  d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e  o f  t h a t  v a r i a b l e .  (O ne s h o u ld  
r e m e m b e r  t h a t  a l l  th e  t e r m s  a r e  c o n s i d e r e d  to  b e  t i m e - a v e r a g e d . )
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T h e  q u a n t i ty r e p r e s e n t s  t r a n s p o r t  d u e  to  lo n g i tu d in a l
d i s p e r s i o n  a s  d e s c r i b e d  in  C h a p t e r  2 , a n d  th e  t e r m r e p r e s e n t s
m a s s  t r a n s p o r t  b y  a  s i m i l a r  p r o c e s s  in  th e  l a t e r a l  d i r e c t i o n .  T h e r e ­
f o r e ,  i t  i s  a s s u m e d  th a t  t h e s e  tw o  t e r m s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y
( 6 .2 0 )
a n d
( 6 .2 1 )
w h e r e  Dx a n d  Dz a r e  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t s  f o r  th e  x - a n d  z - 
d i r e c t i o n s .  B e c a u s e  th e  c o n c e p t  o f  l o n g i t u d in a l  d i s p e r s i o n  i s  j u s t i f i e d  
o n ly  f o r  lo n g  d i s p e r s i o n  t i m e s  a n d  f o r  u n i f o r m ,  u n i d i r e c t i o n a l  f lo w , 
th e  u s e  o f  E q . 6 .2 0  a n d  6 .2 1  m a y  b e  q u e s t i o n a b le .  H o w e v e r ,  i f  
i n e q u a l i t i e s  6 .1 4  a n d  6 .1 5  a r e  t r u e ,  th e n  d i s p e r s i o n  t i m e s  a r e  lo n g  
a n d  th e  t im e  s c a l e  f o r  c h a n g e s  in  th e  v e lo c i ty  o f  a  p a r t i c l e  t r a v e l l i n g  
a lo n g  a  s t r e a m l i n e  i s  s m a l l  c o m p a r e d  to  th e  v e r t i c a l  m ix in g  t im e .
F o r  t h e s e  c o n d i t io n s ,  E q . 6 .2 0  a n d  6 .2 1  a r e  v a l id  a p p r o x i m a t i o n s .
I t  i s  a l s o  a s s u m e d  t h a t  v a r i a t i o n s  in  c o n c e n t r a t i o n s  a r e  
s u f f i c i e n t l y  s m a l l  o v e r  th e  d e p th ,  c '  <  <  c , so  t h a t  o n  th e  r i g h t - h a n d  
s id e  o f E q . 6 . 1 9 ,  th e  s e c o n d  t e r m  i s  s m a l l  c o m p a r e d  to  th e  f i r s t  
t e r m ,  a n d  th e  l a s t  t e r m  i s  s m a l l  c o m p a r e d  to  th e  t h i r d  t e r m .
D e le t in g  t h e s e  s m a l l  t e r m s  a n d  u s i n g  E q s .  6 .1 7 ,  6 . 2 0 ,  a n d  6 .2 1  in  
E q . 6 .1 9  y i e l d s
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( 6 .2 2 )
A s  s h o w n  in  C h a p t e r  2 , th e  f i r s t  t e r m  o n  th e  r i g h t - h a n d  s id e  of 
E q . 6 . 2 2 ,  w h ic h  r e p r e s e n t s  d i f f e r e n t i a l  t r a n s p o r t  b y  d i s p e r s i o n  a n d  
t u r b u l e n t  d i f f u s io n  i n  th e  l o n g i t u d in a l  d i r e c t i o n ,  i s  s m a l l  c o m p a r e d  to  
th e  s e c o n d  t e r m  o n  th e  l e f t - h a n d  s i d e ,  w h ic h  r e p r e s e n t s  d i f f e r e n t i a l  
l o n g i t u d in a l  t r a n s p o r t  b y  c o n v e c t io n .  D e le t i n g  t h i s  s m a l l  t e r m  o n  
th e  r i g h t  a n d  c o n s i d e r i n g  o n ly  s t e a d y  s t a t e  p r o b l e m s  s o  t h a t  th e
t e r m c a n  b e  o m i t t e d ,  E q . 6 .2 2  b e c o m e s
( 6 .2 3 )
A lth o u g h  w  = 0 in  th e  p r o b l e m  p r e s e n t l y  b e in g  c o n s i d e r e d ,  th e  t e r m
i s  r e t a i n e d  h e r e  f o r  c o n v e n ie n c e  in  th e  n e x t  s u b s e c t i o n  w h e r e
a  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  p r o b le m  i s  i n v e s t i g a t e d .
In  s u m m a r y ,  th e  b a s i c  e q u a t io n s  p r e s e n t e d  in  S e c t io n  6 .2  
h a v e  b e e n  s im p l i f i e d  a s  f o l l o w s .  T h e  e q u a t io n s  o f  m o t io n  in  th e  
y -  a n d  z - d i r e c t i o n s  h a v e  b e c o m e
( 6 .8 )
a n d
( 6 .1 6 )
T h e  e q u a t io n  o f m o t i o n  in  th e  x - d i r e c t i o n  h a s  b e e n  o m i t t e d  b e c a u s e  
th e  v e lo c i ty  u  d o e s  n o t  a p p e a r  in  a n y  o f  th e  o t h e r  e q u a t io n s  a n d  i t  i s  
s u f f i c i e n t  to  a s s u m e  t h a t  u  i s  n o t  a f f e c te d  b y  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  
a n d  t h a t  i t  i s  k n o w n . T h e  c o n t in u i ty  e q u a t io n  h a s  b e e n  r e d u c e d  to
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( 6 .1 8 )
T h e  c o n s e r v a t i o n  e q u a t io n  f o r  th e  s o lu t e  i s
( 6 .2 3 )
w h e r e  Dz i s  a  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t  w h ic h  i s  a  f u n c t io n  o f w . T h e
e q u a t io n  o f  s t a t e  i s  u n c h a n g e d ,
( 6 .1 )
6 . 3 . 2  L o n g i tu d in a l  M ix in g . A  s e c o n d  b u t  v e r y  s i m i l a r  
p r o b l e m  f o r  w h ic h  th e  b a s i c  e q u a t io n s  o f  S e c t io n  6 .2  c a n  b e  
s im p l i f i e d  i s  l o n g i t u d in a l  m ix in g  in  a  t u r b u l e n t  o p e n  c h a n n e l - f lo w  
in  w h ic h  t h e r e  i s  a  lo n g i tu d in a l  d e n s i t y  g r a d i e n t .  F o r  c e r t a i n  
c o n d i t i o n s ,  th e  b a s i c  e q u a t io n s  c a n  a l s o  b e  s i m p l i f i e d  f o r  t h i s  
p r o b le m  to  y ie ld  th e  s a m e  s i m p l i f i e d  s e t  o f e q u a t io n s  a s  w a s  
o b ta in e d  i n  th e  p r e v i o u s  s u b s e c t i o n  f o r  l a t e r a l  m ix in g .
C o n s id e r  n o w  t u r b u l e n t  f lo w  in  a  w id e  o p e n  c h a n n e l  in  w h ic h  
th e  v a r i a t i o n  o f a l l  v a r i a b l e s  in  th e  l a t e r a l  d i r e c t i o n  i s  s u f f i c i e n t l y  
s m a l l  s o  t h a t  o n e  c a n  c o n s i d e r  th e  f lo w  to  b e  tw o  d i m e n s i o n a l .  L e t  
th e  d i s c h a r g e  b e  s t e a d y  a n d  u n i f o r m ,  a n d  a s s u m e  a  s t e a d y  s t a t e  
lo n g i tu d in a l  d e n s i t y  g r a d i e n t .  T h is  p h y s i c a l  s y s t e m  m a y  b e  i n t e r ­
p r e t e d  a s  r e p r e s e n t i n g  a n  i d e a l i z e d  e s t u a r y  c o n n e c te d  to  a  t i d e l e s s  
o c e a n .
B e c a u s e  o f th e  s i m i l a r i t y  o f t h i s  p r o b l e m  w i th  t h a t  o f l a t e r a l  
m ix in g  c o n s i d e r e d  p r e v i o u s l y ,  i t  i s  a d v a n ta g e o u s  to  c h a n g e  th e
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c o o r d i n a t e  s y s t e m  s o  t h a t  th e  d e n s i t y  g r a d i e n t  i s  in  th e  z - d i r e c t i o n .  
T h e r e f o r e ,  l e t  th e  z - a x i s  b e  in  th e  l o n g i tu d in a l  d i r e c t i o n  w h ic h  i s  
a s s u m e d  to  b e  h o r i z o n t a l ;  l e t  x  b e  h o r i z o n t a l  a n d  in  th e  l a t e r a l  
d i r e c t i o n ,  a n d  l e t  th e  y - a x i s  b e  v e r t i c a l  a n d  p o s i t i v e  u p w a r d s .
I f  o n e  m a k e s  th e  r e a s o n a b l e  a s s u m p t i o n  t h a t  th e  l o n g i tu d in a l  
s c a l e  o f  th e  p r o b l e m  i s  m u c h  l a r g e r  th a n  th e  d e p th ,  a n d  c o n s i d e r s  
o n ly  s y s t e m s  in  w h ic h  th e  d i s c h a r g e  v e lo c i ty ,  w h ic h  i s  in  th e  
z - d i r e c t i o n ,  i s  no  l a r g e r  th a n  th e  d e n s i t y  i n d u c e d  v e l o c i t i e s ,  a l l  
th e  a s s u m p t i o n s  m a d e  in  th e  p r e v i o u s  s u b s e c t i o n  f o r  s im p l i f y in g  
th e  b a s i c  e q u a t io n s  c a n  b e  m a d e  h e r e  a n d  th e  s a m e  s im p l i f i e d  
e q u a t io n s  c a n  b e  o b ta in e d .  T h e  o n ly  d i f f e r e n c e  i s  t h a t  i n  E q . 6 .2 3 ,  
u  = 0 b u t  w  ≠ 0.
6. 4  S O L U T IO N  F O R  T H E  V E L O C IT Y  w  A N D  
T H E  D IS P E R S IO N  C O E F F I C I E N T  Dz
T h e  v e l o c i t y  w  i s  o b t a in e d  b y  i n t e g r a t i n g  E q . 6 .8  a n d  6 . 1 6 .  
I n t e g r a t i n g  E q . 6 . 8  w i th  th e  a s s u m p t i o n  t h a t  th e  d e n s i t y  v a r i a t i o n  
w i th  d e p th  i s  s u f f i c e n t ly  s m a l l  so  t h a t  o n e  c a n  r e p l a c e  ρ b y  th e  
d e p t h - a v e r a g e d  d e n s i t y  ρ y i e l d s
( 6 .2 4 )
T a k in g  th e  d e r i v a t i v e  o f E q . 6 .2 4  w i th  r e s p e c t  to  z g iv e s
( 6 .2 5 )
w h e r e th e  s lo p e  o f  th e  w a t e r  s u r f a c e  in  th e  z - d i r e c t i o n .
- 18 2 -
A lth o u g h  s u c h  a  s lo p e  i s  i n c o n s i s t e n t  w i th  th e  p r e v i o u s  a s s u m p t io n s  
o f a  u n i f o r m  d e p th  a n d  z e r o  s lo p e  o f  th e  b o t to m  in  th e  z - d i r e c t i o n ,  
a  s m a l l  s lo p e  i s  n e c e s s a r y  to  m a i n t a i n  c o n t in u i ty  o f  f lo w  in  th e  
z - d i r e c t i o n .
B y r e p l a c i n g  ρ b y  ρa in  th e  l a s t  t e r m  o f  E q . 6 .2 5 ,  s u b s t i t u t i n g  
th e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  in to  E q . 6 .1 6 ,  i n t e g r a t i n g  o n c e  w i th  r e s p e c t  
to  y , a n d  u s in g  th e  s e c o n d  o f th e  tw o  b o u n d a r y  c o n d i t io n s :
(6.2 6 a )
(6.2 6 b )
o n e  o b ta in s
( 6 .2 7 )
A s s u m in g  t h a t a  c o n s t a n t  e q u a l  to  th e  d e p th -
a v e r a g e d  v a lu e ,  i n t e g r a t i n g  E q . 6 .2 7  f r o m  0 to  y , a n d  e l i m i n a t i n g  
S ' b y  u s in g  th e  r e l a t i o n
( 6 .1 8 )
g iv e s
( 6 .2 8 )
w h e r e  η = y / d .  (E q . 6 .2 8  c a n  b e  o b ta in e d  f r o m  a  s t r e a m  f u n c t io n  
d e r i v e d  b y  H a n s e n  a n d  R a t t r a y  (R e f. 2 5 ,  t h e i r  E q . 17) i f  o n e  s e t s  
th e  s h e a r  s t r e s s  a t  th e  s u r f a c e  e q u a l  to  z e r o . )
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B y  u s in g  E l d e r ' s  (4) e x p r e s s i o n ,
( 2 .5 )
o n e  c a n  n o w  c a l c u l a t e  th e  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t ,  Dz , b y  s u b s t i t u t i n g  
w ' f o r  u ' ,  a n d  D z f o r  D x . U s in g  εy (η) = ε y , th e  d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e ,  
o n e  o b ta in s
( 6 .2 9 )
w h e r e  th e  n u m e r i c a l  c o e f f i c i e n t s  a r e  a p p r o x i m a t io n s  o f  s o m e  
c u m b e r s o m e  f r a c t i o n s .  B y  u s in g  E q . 6 . 1 ,  th e  e q u a t io n  o f  s t a t e ,
o n e  c a n  r e p l a c e b y in  E q . 6 .2 9  a n d  s u b s t i t u t e  th e
r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  in to  E q . 6 .2 3  w h ic h  th e n  b e c o m e s  a  n o n ­
l i n e a r  d i f f u s io n  e q u a t io n  f o r  c .
B e f o r e  p r o c e e d i n g  to  i n v e s t i g a t e  s o lu t i o n s  to  E q . 6 .2 3 ,  s o m e
o f  th e  p r o p e r t i e s  o f  E q . 6 .2 8  a n d  6 .2 9  a n d  o t h e r  e x p r e s s i o n s  f o r
w ( η ) a n d  Dz a r e  e x a m in e d .  E x p r e s s i o n s  s i m i l a r  to  E q . 6 .2 8  a n d  
6 .2 9  a r e  o b ta in e d  i f  d i f f e r e n t  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a r e  u s e d  w h e n
i n t e g r a t i n g  E q . 6 .1 6  a n d  6 .2 7 .  G e n e r a l i z e d  s o lu t i o n s  f o r  w ( η )
a n d  Dz a r e  g iv e n  b y  E q . 6 .3 0  a n d  6 .3 1 ,  a n d  in  T a b le  6 . 1 ,  n u m e r i c a l  
v a lu e s  a r e  g iv e n  f o r  th e  c o e f f i c i e n t s  c o r r e s p o n d i n g  to  th e  s o lu t io n s
w i th  th e  f o l lo w in g  b o u n d a r y  c o n d i t io n s ;  w  = 0 a t  y  = 0 a n d a t
y  = d ; w  = 0  a t  y  =  0 a n d  y  = d ; a n d a t  y  = 0 a n d  y  = d .
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T a b le  6 .1  C o e f f i c i e n t s  in  E q . 6 .3 0  a n d  6 .3 1  f o r  w ( η ) a n d  Dz .
( 6 .3 0 )
( 6 .3 1 )
T h e  t h r e e  s o lu t i o n s  f o r  w (η ) w i th  w  = 0 a r e  g iv e n  i n  d i m e n s i o n l e s s  
f o r m  in  F ig .  6 . 1 .
O ne c a n  s h o w  t h a t  i f  εy a n d  λy εy a r e  c o n s i d e r e d  to  b e  f u n c t io n s
  
o f  y , w (η ) i s  s t i l l  g iv e n  b y  a  f u n c t io n  o f  th e  f o r m
( 6 .3 2 )
a n d  Dz i s  s t i l l  g iv e n  b y  E q . 6 .3 1 .  T h u s  f o r  a n y  v e r t i c a l  d i s t r i b u t i o n s  
o f  th e  v e r t i c a l  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  a n d  f o r  a  w id e  v a r i e t y  o f 
b o u n d a r y  c o n d i t io n s ,  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  v e lo c i ty  i s  d i r e c t l y  
p r o p o r t i o n a l  to  th e  l a t e r a l  d e n s i t y  g r a d i e n t  a n d  to  th e  th e  d e p th  c u b e d ,  
b u t  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  to  th e  d e p t h - a v e r a g e d  e d d y  v i s c o s i t y .  A ls o ,  
f o r  w  = 0 th e  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t  d u e  to  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  v e lo c i ty  
i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  to  th e  q u a n t i ty
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F i g u r e  6 .1  T h e o r e t i c a l  v e lo c i ty  p r o f i l e s ,  w ( η ) w i th  w = 0 , f o r  t h r e e  
d i f f e r e n t  s e t s  o f b o u n d a r y  c o n d i t io n s .
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6 .5  A P P L I C A T IO N  O F  T H E O R Y  TO  E X P E R IM E N T S  O F  T H IS  S T U D Y
6 . 5 . 1  S o u r c e s  o f  F i n i t e  W id th . E q . 6 .2 3  a n d  6 .3 0  a r e  no w  
u s e d  to  d e r i v e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  
d i s t r i b u t i o n  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n  d o w n s t r e a m  f r o m  
a  s o u r c e  d i s c h a r g i n g  f lu id  in to  a  u n i f o r m  o p e n - c h a n n e l  f lo w  a t  a  
v e lo c i ty  e q u a l  to  th e  a m b i e n t  f lu id  v e l o c i t y  b u t  w i th  a  d e n s i t y  
d i f f e r e n t  f r o m  th e  a m b i e n t  f lu id .
F o r  t h i s  p r o b l e m  w  = 0 so  t h a t  e q u a t io n s  6 .2 3  a n d  6 .3 0  
b e c o m e
( 6 .3 3 )
a n d
( 6 .3 4 )
B e c a u s e i s  a  f u n c t io n  o f  x  a n d  z , Dz i s  a l s o ;  h o w e v e r ,  th e
a n a l y s i s  i s  s im p l i f i e d  b y  e l i m i n a t i n g  th e  v a r i a t i o n s  w ith  z b y
r e p l a c i n g w i th a  r e p r e s e n t a t i v e  v a lu e  a t  e a c h  c r o s s - s e c t i o n .
F r o m  E q . 6 . 1 ,  th e  e q u a t io n  o f s t a t e ,  f r o m  E q . 3 .2  w h ic h  d e f in e s  
th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  C , a n d  f r o m  th e  d e f i n i t i o n  o f  th e  v a r i a n c e ,  
σ2, o n e  c a n  d e d u c e  t h a t
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w h e r e  b i s  th e  s o u r c e  w id th ,  a n d  Δρ i s  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  a t  th e  
s o u r c e .  T h e r e f o r e ,  th e  e x p r e s s i o n
( 6 .3 5 )
w h e r e  A 1 i s  a  c o n s t a n t  o f p r o p o r t i o n a l i t y ,  i s  u s e d  in  E q . 6 .3 4 .
F o r  (Dz + εz ) n o t  a  f u n c t io n  o f  z , t a k in g  m o m e n t s  o f  E q . 6 .3 3   
y i e l d s
( 6 .3 6 )
S u b s t i t u t i n g  E q . 6 .3 5  in to  6 .3 4  a n d  6 .3 4  in to  6 .3 6 ,  a s s u m i n g  t h a t
th e  d e p t h - a v e r a g e d  e d d y  v i s c o s i t y ,  i s  g iv e n  b y
(2 .1 7 )
a s s u m i n g  th a t
( 6 .3 7 )
a n d  r e c a l l i n g  t h a t
E q . 6 .3 6  b e c o m e s
( 6 .3 8 )
D iv id in g  b y  α u * d y i e l d s
( 6 .3 9 )
w h e r e  A2b i s  a  g r o u p  o f d i m e n s i o n l e s s  n u m b e r s ,
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( 6 .4 0 )
a n d  V , X , B , a n d  M b, a r e  th e  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a n c e ,  d i s t a n c e
d o w n s t r e a m  f r o m  th e  s o u r c e ,  s o u r c e  w id th ,  a n d  s o u r c e  s t r e n g t h ,  
w h ic h  w e r e  d e f in e d  i n  E q . 5 .7 a , b , c , a n d  d . I n t e g r a t i n g  E q . 6 .3 9  
a n d  u s in g  th e  i n i t i a l  c o n d i t io n  V = B 2/1 2  a t  X = 0 y i e l d s
( 6 .4 1 )
F o r  M b  = 0 E q . 6 .4 1  r e d u c e s  to  th e  e x p r e s s i o n  f o r  t u r b u l e n t  
m ix in g  o n ly ,  E q . 5 .1 1 ,
( 5 .1 1 )
T h e  d i m e n s i o n l e s s  e x c e s s  v a r i a n c e ,  ΔV , i s  o b t a in e d  b y  
s u b t r a c t i n g  E q . 5 .1 1  f r o m  E q . 6 .4 1  a n d  e v a lu a t i n g  
ΔV = V (X , B , M b ) -V (X , B , 0) f o r  X → ∞ to  g iv e
( 6 .4 2 )
E q . 6 .4 2  i s  c o m p a r e d  w i th  th e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  in  F ig .  6 . 2 ,  
w h e r e  c u r v e s  c o m p u te d  u s in g  E q . 6 .4 2  a r e  s u p e r i m p o s e d  o n  th e  
ΔV - M b g r a p h  p r e s e n t e d  b e f o r e  a s  F ig .  5 . 2 .  In  th e  c o m p u t a t i o n s ,  
th e  q u a n t i ty  A b = 2 .2 5  x  10-3 w a s  u s e d .  T h is  v a lu e  w a s  o b ta in e d  b y  
c h o o s in g  b 1 = 1 .3 1  x  10- 5 f r o m  T a b le  6 . 1 ,  w h ic h  c o r r e s p o n d s  to  th e  
s o lu t io n  w i th  th e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  w  = 0 a t  y  = 0 , a n d  ∂w / ∂ y = 0 
a t  y  = d; b y  c h o o s in g  k  =  0 .38 a n d  α  = 0 .135 , w h ic h  a r e  th e  a v e r a g e s  
f r o m  a l l  e x p e r i m e n t s ;  b y  l e t t i n g  λ = 1; a n d  b y  u s in g  A 1 = 0 . 2 0 ,
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F i g u r e  6 . 2 C o m p a r i s o n  o f  ΔV g iv e n  b y  E q . 6 .4 2  an d  b y  
e x p e r i m e n t .
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w h ic h  i s  th e  v a lu e  o b ta in e d  i f  o n e  a s s u m e s  t h a t  th e  l a t e r a l
c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  a r e  G a u s s i a n  a n d  t h a t e q u a ls
T h e  a g r e e m e n t  b e tw e e n  th e  t h e o r y  a n d  th e  d a t a  i s  n o t  g o o d .
In  g e n e r a l ,  E q . 6 .4 2  y i e l d s  s m a l l e r  v a lu e s  o f  ΔV t h a n  w e r e
fo u n d  b y  e x p e r i m e n t .  F o r  0 .0 9 0  ≤  B  ≤ 0 .2 5 8  o r  f o r  th e  a s y m p t o t e s
f o r  th e  l a r g e r  v a lu e s  o f B , th e  d a t a  y i e l d s  ΔV ~ M b3 /2 ; h o w e v e r ,
f o r  B = 0 o r  f o r  th e  a s y m p t o t e s  f o r  o t h e r  B , E q . 6 .4 2  y i e l d s
ΔV ~ Μ b .
T h e  d i f f e r e n c e s  b e tw e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  a r e  b e l i e v e d  
d u e  to  n o t  c o n s i d e r i n g  th e  e f f e c t s  o f  v e r t i c a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  on
λy a n d  ε y a n d  d u e  to  d e le t in g  th e  i n e r t i a l  t e r m f r o m  th e
z - m o m e n t u m  e q u a t io n ,  E q . 6 .4 c . R i c h a r d s o n  n u m b e r s  t h a t  w e r e  
c a l c u l a t e d  i n  S u b s e c t io n  4 . 2 . 2  i n d i c a t e  t h a t  d e n s i t y  g r a d i e n t s  w e r e  
l a r g e  e n o u g h  to  r e d u c e  v e r t i c a l  m ix in g .  B e c a u s e  o n e  e x p e c t s  
v e r t i c a l  m ix in g  to  d e c r e a s e  w i th  i n c r e a s i n g  Δ ρ /ρ a o r  M b , a n d  
b e c a u s e  v e r t i c a l  m ix in g  s u p p r e s s e s  d e n s i t y - i n d u c e d  c i r c u l a t i o n ,  
o n e  s h o u ld  e x p e c t  ΔV to  i n c r e a s e  w i th  M b m o r e  r a p i d l y  t h a n  
p r e d i c t e d  b y  th e  t h e o r y  w h ic h  d o e s  n o t  t a k e  in to  a c c o u n t  th e  
r e d u c t io n  o f  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  b y  v e r t i c a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s .
In  S e c t io n  6 .3  i t  w a s  s h o w n  t h a t  d e l e t i n g  th e  t e r m f r o m
E q . 6.4 c  i s  v a l id  o n ly  i f  i n e q u a l i t y  6 .1 0  o r  6 . 1 4  i s  s a t i s f i e d .  B y
u s in g a n d  d a t a  f r o m  T a b l e s  4 . 1  a n d  5 .1  f o r  f lo w  S2,
o n e  o b t a i n s  f r o m  i n e q u a l i t y  6 .1 4 :
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o r
( 6 .4 3 )
T h u s ,  d e l e t i n g f r o m  E q . 6 .4 c  i s  n o t  v a l id  in  th e  i m p o r t a n t
r e g i o n  X < 2 ( s e e  F i g .  5 .5 )  a n d  m a y  c a u s e  l a r g e  e r r o r s  i n  E q . 6 .4 2 .
V e r y  c l o s e  to  th e  s o u r c e  w h e r e r e t a i n i n g in
E q . 6 .4c  s h o u ld  y i e l d  s m a l l e r  v a lu e s  o f w  a n d  D t h a n  g iv e n  b y  th ez
p r e s e n t  a n a ly s i s ,  b u t  f o r  m o s t  v a lu e s  o f  X  w h e r e r e t a i n i n g
s h o u ld  y i e l d  h i g h e r  v a lu e s  o f  w  a n d  D z .  T h e  n e t  e f f e c t  o f
r e t a i n i n g w o u ld  p r o b a b l y  b e  to  y i e l d  h i g h e r  v a l u e s  o f  ΔV th a n
g iv e n  b y  E q . 6 .4 2 ;  h o w e v e r ,  t h i s  h a s  n o t  b e e n  p r o v e d .
6 . 5 . 2  T w o  W id e  P a r a l l e l  S t r e a m s .  A n  a n a l y s i s  s i m i l a r  to
t h a t  m a d e  a b o v e  c a n  a l s o  b e  m a d e  f o r  th e  m ix in g  o f  tw o  i n f i n i t e l y
w id e  p a r a l l e l  s t r e a m s  o f  d i f f e r e n t  d e n s i t y .  I f  o n e  a g a in  a s s u m e s
t h a t  (Dz +  εz ) i s  n o t  a  f u n c t io n  o f  z, o n e  c a n  t a k e  th e  d e r i v a t i v e  o f  
E q . 6 .3 3  w i th  r e s p e c t  to  z a n d  th e n  t a k e  s e c o n d  m o m e n t s  i n  th e  
z - d i r e c t i o n  to  y i e l d
( 6 .4 4 )
w h e r e  σ2d i s  th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  g r a d i e n t  
∂ c/ ∂ z o r  ∂ C / ∂z . N e x t ,  f o r  c a l c u l a t i n g  D z i t  i s  a s s u m e d  t h a t
( 6 .4 5 )
w h e r e  A 2 i s  a  c o n s t a n t .  S u b s t i t u t i n g  E q . 6 .4 5  in to  E q . 6 .3 4  a n d  u s in g  
th e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  p lu s  ε z  = α u *d a n d  E q . 6 .3 8  in  E q . 6 .4 4  y i e l d s
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( 6 .4 6 )
D iv id in g  b y  α u *d g iv e s
( 6 .4 7 )
w h e r e  A d i s  a  g r o u p  o f d i m e n s i o n l e s s  n u m b e r s ,
( 6 .4 8 )
V d i s  th e  n o r m a l i z e d  v a r i a n c e ,
a n d  M d i s  th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  s t r e n g t h  t h a t  u s e s  th e  d e p th  
a s  a  c h a r a c t e r i s t i c  l e n g th  a n d  w a s  d e f in e d  in  E q . 5 .8 .
I n t e g r a t i n g  E q . 6 .4 7  a n d  u s in g  th e  i n i t i a l  c o n d i t io n  V d = 0 a t  
X = 0 y i e l d s
( 6 .4 9 )
F o r  M d = 0 , E q . 6 .4 9  r e d u c e s  to
( 6 .5 0 )
S u b t r a c t in g  E q . 6 .5 0  f r o m  6 .4 9  a n d  e v a lu a t i n g  th e  d i f f e r e n c e ,  ΔV d , 
f o r  X y i e l d s
( 6 .5 1 )
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T h u s ,  th e  a n a l y s i s  s h o w s  t h a t  f o r  tw o  i n f i n i t e l y  w id e  s t r e a m s  th e  
e f f e c t  o f a  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  d o e s  n o t  y i e ld  a  f i n i t e  e x c e s s  v a r i a n c e  
a s  w a s  fo u n d  f o r  a  s o u r c e  o f  f i n i t e  w id th .  C o n s e q u e n t ly ,  t h i s  
a n a l y s i s  s u g g e s t s  t h a t  th e  c u r v e s  f o r  i n c r e a s i n g  v a lu e s  o f B o n  th e  
ΔV - M d g r a p h  i n  F ig .  5 .3  do  n o t  c o l l a p s e  in to  o n e  c u r v e  f o r  l a r g e  
v a lu e s  o f B . H o w e v e r ,  b e c a u s e  ΔV d g o e s  to  i n f i n i t y  l o g a r i t h m i c a l l y ,  
th e  d i s t a n c e  b e tw e e n  s u c c e s s i v e  c u r v e s  c o n t i n u a l l y  d e c r e a s e s  f o r  
i n c r e a s i n g  v a lu e s  o f  B.
6 .6  A P P L I C A T IO N  O F  T H E O R Y  T O  M IT  E X P E R IM E N T S
In  th i s  s e c t i o n  E q . 6 .2 3  a n d  6 .3 1  a r e  u s e d  in  a n  a n a l y s i s  o f 
s o m e  e x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  b y  I p p e n ,  H a r l e m a n ,  a n d  L in  (2) a t  
M IT . T h e  a s s u m p t io n s  m a d e  in  th e  d e r i v a t i o n  o f  th e  e q u a t io n s  a r e  
m o r e  n e a r l y  s a t i s f i e d  in  t h e s e  e x p e r i m e n t s  th a n  in  th e  e x p e r i m e n t s  
o f  t h i s  s tu d y ;  t h e r e f o r e ,  b e t t e r  a g r e e m e n t  b e tw e e n  t h e o r y  a n d  
e x p e r i m e n t  i s  a c h ie v e d .
6 . 6 . 1  D e s c r i p t i o n  o f  E x p e r i m e n t s .  T h e  M IT  s tu d y  i n v e s t i g a t e d  
th e  e f f e c t s  o f l o n g i t u d in a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  o n  lo n g i t u d in a l  d i s p e r s i o n  
in  e s t u a r i e s .  T h e  e x p e r i m e n t a l  a p p a r a t u s ,  w h ic h  r e p r e s e n t e d  a n  
i d e a l i z e d  e s t u a r y  a n d  i s  sh o w n  s c h e m a t i c a l l y  in  F ig .  6 . 3 ,  w a s  a  
f lu m e  in  w h ic h  s t e a d y - s t a t e  lo n g i tu d in a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  c o u ld  b e  
e s t a b l i s h e d .  T h e  f lu m e  w a s  9 .7 5  m e t e r e s  lo n g  a n d  42 c m  w id e .
T h e  d e p th  o f  w a t e r  w a s  1 7 .8  c m  in  a l l  th e  e x p e r i m e n t s .  F r e s h  
w a t e r  w a s  p u m p e d  in to  th e  u p s t r e a m  e n d  o f  th e  f lu m e  a t  a  r a t e  Qf , 
a n d  s a l t  w a t e r ,  w i th  a  d e n s i t y  g r e a t e r  th a n  th e  f r e s h  w a t e r ,  w a s
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F ig .  6 .3  S c h e m a t ic  d i a g r a m  o f th e  f lu m e  u s e d  in  
th e  M IT  e x p e r i m e n t s  (R e f. 2 ) .
p u m p e d  in to  th e  f lu m e  th r o u g h  a  m a n i f o ld  n e a r  th e  d o w n s t r e a m  e n d
a t  a  r a t e  Qs . W a te r  w a s  w i th d r a w n  f r o m  th e  e x t r e m e  d o w n s t r e a m  
e n d  o f th e  f lu m e  a t  a  r a t e  Qf  + Q s . P u m p in g  r a t e s  w e r e  s lo w  s u c h  
t h a t  t h r o u g h f lo w  v e l o c i t i e s ,  Vf , w e r e  o f  th e  o r d e r  o f  0 .0 5  c m / s e c .
A  h o m o g e n e o u s  t u r b u l e n t  f i e l d  w a s  c r e a t e d  b y  a  n e s t  o f s c r e e n s  
w h ic h  w a s  s u s p e n d e d  in  th e  f lu id  a n d  w a s  o s c i l l a t e d  v e r t i c a l l y  in  
s im p l e  h a r m o n i c  m o t io n .  T h e  n e s t  o f s c r e e n s  w a s  c o n s t r u c t e d  
f r o m  s ix  p i e c e s  o f  f l a t  e x p a n d e d  m e t a l  s h e e t ,  e a c h  o f w h ic h  l a y  in  a  
h o r i z o n t a l  p la n e  a n d  w h o s e  l e n g th  a n d  w id th  w e r e  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  
t o  t h o s e  o f  th e  f lu m e .  T h e  s h e e t s  w e r e  s p a c e d  a b o u t  2 . 5  c m  
a p a r t  s o  t h a t  th e  d e p th  o f  th e  n e s t  w a s  a b o u t  70 p e r c e n t  o f  th e  d e p th  
o f  th e  w a t e r  in  th e  f lu m e ;  w h e n  th e  n e s t  w a s  o s c i l l a t e d  w i th  a n  
a m p l i t u d e  o f  a b o u t  1 c m  th e  e n t i r e  d e p th  w a s  t h o r o u g h ly  m ix e d .
D u r in g  e a c h  e x p e r i m e n t  th e  a p p a r a t u s  w a s  o p e r a t e d  u n t i l  a  
s t e a d y - s t a t e  d i s t r i b u t i o n  o f  s a l t  c o n c e n t r a t i o n  w a s  r e a c h e d .  W a te r  
s a m p l e s  w e r e  th e n  t a k e n  f r o m  th e  f lu m e  a n d  a n a ly s e d  to  d e t e r m i n e  
th e  s a l t - c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n  in  th e  f lu m e .  A t s t e a d y  s t a t e ,
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th e  d o w n s t r e a m  t r a n s p o r t  o f  s a l t  b y  th e  t h r o u g h f lo w  v e lo c i ty  w a s  
b a la n c e d  b y  th e  u p s t r e a m  t r a n s p o r t  o f  s a l t  b y  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  
a n d  b y  lo n g i t u d in a l  d i s p e r s i o n .
V a lu e s  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  l o n g i tu d in a l  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  
c o e f f i c i e n t ,  ez , w e r e  o b ta in e d  f r o m  e x p e r i m e n t s  in  w h ic h  d y e d  
f r e s h  w a t e r  w a s  u s e d  in  p l a c e  o f th e  m o r e  d e n s e  s a l t  w a t e r .  A 
s t r a i g h t  f o r w a r d  c o m b in a t io n  o f f o r m u l a e  g iv e n  o n  p . 21 o f  R e f . 2 
y i e l d s
( 6 .5 2 )
w h e r e  εz i s  th e  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  in  c m 2 / s e c ,  a  i s  th e  o s c i l l a t i o n  
a m p l i t u d e  in  c m  a n d  f '  i s  th e  f r e q u e n c y  in  c y c l e s / s e c .  T h e  c o e f f i c i e n t  
0 .3 9 6  h a s  th e  d i m e n s io n s  o f  c m  b e c a u s e  i t  i n c l u d e s  a  c h a r a c t e r i s t i c  
l e n g th  o f  th e  m ix in g  s c r e e n s .
T h e  v e r t i c a l  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t ,  ε y , w a s  o b ta in e d  
f r o m  a  s tu d y  b y  H a r l e m a n  e t  a l . ( 3 7 ) .  T h e s e  m e a s u r e m e n t s
w e r e  n o t  m a d e  in  th e  f lu m e  b u t  i n  a  v e r t i c a l  c y l i n d e r  a b o u t  180 c m  
h ig h  a n d  20  c m  in  d i a m e t e r .  T u r b u le n c e  w a s  p r o d u c e d  in  
th e  c y l i n d e r  b y  a  n e s t  o f  s c r e e n s  w h ic h  w a s  s i m i l a r  i n  c o n s t r u c t i o n  
to  t h a t  u s e d  in  th e  f lu m e .  T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  y i e ld e d
( 6 .5 3 )
V e r t i c a l  d e n s i t y  g r a d i e n t s  l a r g e r  th a n  t h o s e  o b s e r v e d  i n  th e  
e x p e r i m e n t s  in  th e  f lu m e  h a d  no  e f f e c t  o n  th e  v a lu e  o f  ε y .
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6 . 6 . 2  T h e o r e t i c a l  A n a l y s i s  o f E x p e r i m e n t .  F o r  t h i s  p r o b le m ,  
u  = 0 a n d  w  = -V f; t h e r e f o r e  E q . 6 .2 3  i s  w r i t t e n  a s
( 6 .5 4 )
T h e  e x p r e s s i o n  f o r  th e  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  
u s in g  o n ly  th e  f i r s t  t e r m  o f  E q . 6 .3 1  to  g iv e
( 6 .5 5 )
T h is  a p p r o x i m a t io n  i s  v a l id  f o r  t h e s e  e x p e r i m e n t s  b e c a u s e  th e  f i r s t  
t e r m  o f  E q . 6 .3 1  w a s  t y p i c a l l y  t e n  t i m e s  th e  s u m  o f  th e  o t h e r  tw o , 
a n d  εz  w a s  u s u a l l y  m u c h  l a r g e r  th a n  th e  l a s t  t e r m  w h ic h  r e p r e s e n t s  
d i s p e r s i o n  in  th e  a b s e n c e  o f  a  d e n s i t y  g r a d i e n t .  A l s o ,  m o s t  o f  th e  
a p p r o x i m a t io n s  m a d e  in  th e  d e r i v a t i o n  o f  E q . 6 .3 2  a r e  v a l i d .  B e c a u s e  
u  = 0 , i n e q u a l i t y  6 .1 4  i s  t r u e .  C a l c u la t i o n s  u s i n g  E q . 6 .2 8  f o r  w  a n d  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  t y p i c a l l y  y i e ld  v a l u e s  o f  0 . 4  f o r  th e  l e f t - h a n d
s id e  o f  i n e q u a l i t y  6 .1 5 ;  t h e r e f o r e ,  d e le t i n g f r o m  th e  z - m o m e n t u m
e q u a t io n  i s  n o t  t o t a l l y  u n r e a s o n a b l e .  A ls o  th e  r a n g e  o f  c o n c e n t r a t i o n  
w i th  d e p th  w a s  t y p i c a l l y  l e s s  th a n  25 p e r c e n t  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  
c o n c e n t r a t i o n .
In  t h i s  a n a l y s i s  th e  d e n s i t y  o f  th e  f r e s h  w a t e r  in f lo w  i s  d e n o te d
b y  ρa a n d  th e  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  b e tw e e n  th e  c o m b in e d  o u t f lo w  a n d  
ρa i s  d e n o te d  b y  Δρ. T h e  s a l t  c o n c e n t r a t i o n  o f th e  f lu id  i s  n o r m a l -  
i z e d  so  t h a t  th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n ,  C , a t  th e  c o m b in e d  o u tf lo w  
i s  u n ity , a n d  th e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n  o f th e  f r e s h  w a t e r  in f lo w  i s
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z e r o .  S u b s t i t u t i n g  E q . 6 .5 5  in to  6 .5 4 ,  i n t r o d u c in g  C , a n d  
r e p l a c i n g  th e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  w i th  t o t a l  d e r i v a t i v e s  y i e l d s
( 6 .5 6 )
I n t r o d u c in g  th e  d i m e n s i o n l e s s  z - c o o r d i n a t e
( 6 .5 7 )
in to  E q . 6 .5 6 ,  u s in g  E q . 6 .3 7 ,  a n d  m u l t i p l y in g  b y  ε z / V 2f y i e l d s
( 6 .5 8 )
w h e r e
( 6 .5 9 )
i s  d i m e n s i o n l e s s ,  a n d  i t  i s  a s s u m e d  t h a t
E q . 6 .5 8  i s  n o w  s o lv e d  w i th  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s
(6.6 0 a )
a n d
(6 .6 0 b )
I n t e g r a t i n g  E q . 6 .5 8  o n c e  a n d  u s i n g  th e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  f o r  
ξ → ∞ y i e l d s
( 6 .6 1 )
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E q . 6 .6 1  w i th  d i f f e r e n t  v a lu e s  o f  J  w a s  i n t e g r a t e d  n u m e r i c a l l y  f o r  
ξ  ≥ 0; th e  s o lu t io n s  a r e  g iv e n  g r a p h i c a l l y  in  F ig .  6 . 4 .  F o r  ξ  <  0 ,
C = 1.
6 . 6 . 3  C o m p a r i s o n  o f  T h e o r y  w i th  E x p e r i m e n t .  In  F ig .  6 .5
l o n g i tu d in a l  d i s t r i b u t i o n s  o f th e  o b s e r v e d  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n ,
C (ξ ) , a r e  p r e s e n t e d  f o r  f o u r  t y p i c a l  e x p e r i m e n t s  w i th  d i f f e r e n t
v a lu e s  o f  th e  p a r a m e t e r  J ;  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  a r e  p r e s e n t e d  f o r
c o m p a r i s o n  w i th  th e  e x p e r i m e n t a l  d a ta .  I n  c o m p u t in g  J ,  v a lu e s
o f εz w e r e  o b ta in e d  f r o m  E q . 6 .5 2 ;  λy w a s  a s s u m e d  e q u a l  to  1 .0 ;
εy w a s  o b ta in e d  f r o m  E q . 6 .5 3 ;  a n d  b 1 =  1 . 3 1  x  105 w a s
c h o s e n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s o lu t io n  f o r  w (η) w i th  b o u n d a r y  
c o n d i t io n s  w  = 0 a t  y  = 0 (no s l i p )  a n d  ∂w / ∂y  = 0 a t  y  = d (no s h e a r ) .  
A l th o u g h  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e ,  Δρ, a n d  th e  th r o u g h f lo w  v e lo c i ty ,
V f , w e r e  th e  s a m e  in  th e  f o u r  e x p e r i m e n t s  p r e s e n t e d  in  F ig .  6 . 5 ,  
th e  p a r a m e t e r  J  v a r i e d  a m o n g  t h e s e  e x p e r i m e n t s  b e c a u s e  th e  
f r e q u e n c y  o f th e  o s c i l l a t i n g  s c r e e n s  c h a n g e d  w h ic h  v a r i e d  εz  a n d  ε y .
T h e  a g r e e m e n t  b e tw e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  i s  r e a s o n a b l y  
g o o d  f o r  R u n s  2 1 , 22 a n d  2 3 , b u t  o n ly  f a i r  f o r  R u n  2 4 . In  g e n e r a l ,  
th e  o b s e r v e d  c o n c e n t r a t i o n s  d e c r e a s e  w i th  ξ s l i g h t l y  m o r e  r a p i d l y  
th a n  do  th e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s .
A  m o r e  g e n e r a l  c o m p a r i s o n  o f  t h e o r y  w i th  e x p e r i m e n t  i s  
s h o w n  in  F ig .  6 . 6 .  T h e r e  th e  c h a r a c t e r i s t i c  l o n g i t u d in a l  d i s t a n c e  
ξ * , d e f in e d  in  th e  i n s e r t  o f F i g .  6 . 6 a s  th e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  v a lu e s  
o f  ξ ,  w h e r e  C = 1 /4  a n d  C = 3 / 4 ,  i s  p lo t t e d  o n  l o g a r i t h m i c  c o o r d i n a t e s
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F i g u r e  6 . 4 S o lu t io n s  to  E q . 6 . 6 1 ,
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F i g u r e  6 .5  D e p t h - a v e r a g e d  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n ,  C , a s  a  f u n c t io n  o f  ξ , th e  d i m e n s i o n l e s s
lo n g i tu d in a l  c o o r d i n a t e ,  f o r  M IT  R u n s  21 to  2 4 . J  c o m p u te d  u s in g  b 1 = 1 .3 1  x  10 -5 . 
(D a ta  f r o m  R e f . 3 . )
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a s  a  f u n c t io n  o f  J  f o r  a l l  th e  e x p e r i m e n t s  r e p o r t e d  o n  i n  R e f . 2.
V a lu e s  o f  J  f o r  th e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  w e r e  c a l c u l a t e d  u s in g  
b 1 = 1.3 1  x 1 0 - 5 .
T h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  in  F ig .  6 . 6 ,  s h o w n  a s  a  s o l id  l i n e ,  h a s  
a  s lo p e  o f  1 /3  a t  l a r g e  v a lu e s  o f  J  a n d  h a s  th e  s a m e  s h a p e  a s  th e  
d i s t r i b u t i o n  o f  th e  e x p e r i m e n t a l  d a ta .  H o w e v e r ,  th e  t h e o r e t i c a l  
c u r v e  l i e s  a b o v e  o r  to  th e  l e f t  o f  th e  d a ta .  T h e  f a c t  t h a t  th e  c u r v e  
l i e s  a b o v e  th e  d a t a  i m p l i e s  t h a t  f o r  a  g iv e n  d e n s i t y  g r a d i e n t  th e  
d e n s i t y - i n d u c e d  v e l o c i t i e s  a n d  th e  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t ,  Dz , a r e  
l e s s  t h a n  t h a t  p r e d i c t e d  b y  th e  t h e o r y .  T h e  l o w e r  v e l o c i t i e s  a r e  
b e l i e v e d  d u e  to  r e s i s t a n c e  to  f lo w  o f f e r e d  b y  th e  s c r e e n s  a n d  f lu m e  
s i d e w a l l s  w h ic h  w a s  n o t  c o n s i d e r e d  i n  th e  a n a l y s i s .
A d d i t io n a l  r e s i s t a n c e  to  th e  f lo w  c a n  b e  i n t r o d u c e d  a r t i f i c i a l l y  
in to  th e  a n a l y s i s  b y  u s in g  b1  = 2 . 7 6 x  10 - 6 , w h ic h  c o r r e s p o n d s  to  s o lu t io n s  
w i th  th e  b o u n d a r y  c o n d i t io n  w  = 0 a t  b o th  y  = d a n d  y  = 0. I f  t h i s  
w e r e  d o n e , th e  v a lu e  o f  J  f o r  e a c h  d a t a  p o in t  w o u ld  d e c r e a s e  b y  a  
f a c t o r  2 .76 x 1 0 - 6/ 1 . 3 1 x  10-5 = 1 / 4 .7 5 .  R a t h e r  th a n  m u l t i p l y in g  th e  
a b s c i s s a s  o f  a l l  th e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  p o in ts  in  F i g .  6 .6  b y  1 / 4 .7 5  
t o  c o m p a r e  th e  d a t a  w i th  th e  m o d i f ie d  a n a l y s i s ,  th e  a b s c i s s a  
o f th e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  w a s  m u l t i p l i e d  b y  4 .7 5  a n d  th e  n e w  c u r v e  
w a s  d r a w n  i n  F ig .  6 . 6  a s  a  b r o k e n  l i n e .  T h is  n e w  c u r v e  l i e s  b e lo w  
o r  to  th e  r i g h t  o f  m o s t  o f  th e  d a ta .  T h e  b e s t  f i t  i s  o b ta in e d  w i th  
b 1 ≈  5.7 x 10- 6.
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F i g u r e  6 .6  T h e  d i m e n s i o n l e s s  d i s t a n c e  ξ * a s  a  f u n c t io n  o f th e  p a r a m e t e r  J .  (D a ta  f r o m  
R e f . 3 . )
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T h e  r e s u l t s  o f  th e  a n a l y s i s  o f  t h e s e  e x p e r i m e n t s  d e m o n s t r a t e  
t h a t  w h e n  th e  a s s u m p t i o n s  m a d e  in  th e  d e r i v a t i o n s  o f  E q . 6 .3 0  an d  
6 .3 1  a r e  v a l i d ,  h o r i z o n t a l  m ix in g  b y  d e n s i t y  in d u c e d  c i r c u l a t i o n  
c a n  b e  t r e a t e d  a s  a  d i s p e r s i o n  p r o c e s s ,  a n d  th e  d i s p e r s i o n  
c o e f f i c i e n t  d u e  to  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  v e l o c i t i e s  i s  g iv e n  b y  E q . 6 .3 1 .  
T h e  i m p o r t a n t  a s s u m p t i o n s  t h a t  m u s t  b e  s a t i s f i e d  a r e :  ( 1) th e  
h o r i z o n t a l  l e n g t h  s c a l e s  a r e  m u c h  l a r g e r  t h a n  th e  v e r t i c a l  l e n g th  
s c a l e s ,  (2) a l l  a c c e l e r a t i o n s  a r e  n e g l i g i b l e ,  a n d  (3) th e  f lu id  i s  
w e l l  m ix e d  o v e r  th e  v e r t i c a l .  W h en  t h e s e  a s s u m p t i o n s  a r e  n o t  
s a t i s f i e d ,  a s  w a s  th e  c a s e  c lo s e  to  th e  s o u r c e  in  th e  e x p e r i m e n t s  
o f  th e  p r e s e n t  s tu d y ,  E q . 6 .3 1  s h o u ld  n o t  b e  u s e d .
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C H A P T E R  7
S U M M A R Y  O F  R E S U L T S
7 .1  E X P E R IM E N T S
A s u m m a r y  o f  th e  r e s u l t s  f r o m  e x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  to  
o b s e r v e  l a t e r a l  m ix in g  o f t r a c e r  f lu i d s  in  t u r b u l e n t  o p e n - c h a n n e l  f lo w s  
i s  g iv e n  b e lo w . In  t h e s e  e x p e r i m e n t s ,  t r a c e r  f lu i d s  w e r e  d i s c h a r g e d  
a t  s t r e a m  v e lo c i ty  f r o m  a  s o u r c e  w h ic h  o c c u p ie d  th e  e n t i r e  d e p th ,  b u t  
o n ly  a  f r a c t i o n  o f th e  c h a n n e l  w id th .
7 . 1 . 1  E x p e r i m e n t s  w i th o u t  D e n s i ty  D i f f e r e n c e s .  T h e  r e s u l t s  
f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  n e u t r a l l y  b u o y a n t  t r a c e r  f lu id s  a g r e e  w i th  th e  
r e s u l t s  f r o m  p r e v i o u s  i n v e s t i g a t i o n s .
( 1 ) D i s t r i b u t i o n s  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n ,  c ,  i n  
w id e  o p e n - c h a n n e l  f lo w s  a r e  g iv e n  b y  s o lu t i o n s  to  th e  e q u a t io n ,
( 2 .1 1 )
w h e r e  x  a n d  z a r e  th e  l o n g i t u d in a l  a n d  l a t e r a l  c o o r d i n a t e s ,  a n d  u  a n d  
εz a r e  d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e s  o f th e  l o n g i t u d in a l  v e lo c i ty  a n d  th e  
l a t e r a l  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  f o r  m a s s .  B e c a u s e  E q . 2 .1 1  i s  
v a l i d ,  σ2, th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  c  d o w n s t r e a m  f r o m  
s o u r c e s  o f  f i n i t e  w id th ,  a n d  σ2d , th e  v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  
o f  ∂ d / ∂ z d o w n s t r e a m  f r o m  th e  c o n f lu e n c e  o f  tw o  w id e  s t r e a m s  w i th  
d i f f e r e n t  c o n c e n t r a t i o n s ,  g r o w  l i n e a r l y  w i th  x .
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(2) T h e  v a lu e  o f  th e  d i m e n s i o n l e s s  l a t e r a l  t u r b u l e n t  d i f f u s io n
c o e f f i c i e n t ,  α  = ε z / u * d ,  a v e r a g e d  o v e r  th e  e x p e r i m e n t s  o f  t h i s  s tu d y
i s  0 .1 3 5 .  (T h e  q u a n t i ty  u * i s  th e  s h e a r  v e l o c i t y  a n d  d i s  th e  w a t e r  
d e p th .) T h is  v a lu e  i s  in  th e  r a n g e  o f d a t a  f r o m  p r e v i o u s  i n v e s t i g a t i o n s  
( s e e  T a b le  2 . 3 ) .
(3) T h e  a v e r a g e  v a lu e  o f th e  d i m e n s i o n l e s s  l a t e r a l  t u r b u l e n t  
d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  f o r  p a r t i c l e s  f l o a t in g  o n  th e  s u r f a c e ,  α  = εz s / u *d , 
w a s  fo u n d  in  t h i s  s tu d y  to  b e  0 .2 0 4 .  T h is  v a lu e  i s  a l s o  w i th in  th e  
r a n g e  o f  p r e v i o u s l y  p u b l i s h e d  d a t a  ( s e e  T a b le  2 . 2 )  a n d  i s  c o n s i s t e n t  
w i th  th e  r e s u l t s  o f  S a y r e  a n d  C h a n g  (5) in  t h a t  αs > α .
7 . 1 . 2  E x p e r i m e n t s  w i th  D e n s i ty  D i f f e r e n c e s .  E x p e r i m e n t s  in  
w h ic h  t h e r e  w a s  a  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y ,  Δρ, b e tw e e n  th e  t r a c e r  a n d  th e  
a m b i e n t  f lu id s  s h o w  t h a t  a  d e n s i t y  d i f f e r e n c e  e n h a n c e s  th e  l a t e r a l  
m ix in g  o f  t h e s e  t r a c e r  f l u i d s .  M o r e  s p e c i f i c  c o n c lu s i o n s  d r a w n  f r o m  
t h e s e  e x p e r i m e n t s  a r e  a s  f o l lo w s :
( 1 ) W h e n  Δρ ≠ 0 , th e  f u n c t i o n s  σ2 (x ) a n d  σ2d(x ) a r e  n o n l i n e a r  f o r  
s m a l l  x  a n d  g r o w  m o r e  r a p i d l y  t h a n  w h e n  Δρ = 0.
(2) D e t a i l e d  c o n c e n t r a t i o n  d i s t r i b u t i o n s  in  th e  f lo w  c r o s s -  
s e c t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  th e  m o r e  r a p i d  g r o w th  o f  σ2 (x ) a n d  σ 2d(x ) i s  d u e  to  
d e n s i t y - i n d u c e d  s e c o n d a r y  f lo w s  ( s e e  F i g s .  4 . 4  to  4 .1 0 ) .
(3) A t l a r g e  x , th e  c u r v e s  o f  th e  f u n c t io n s  σ 2 (x ) a n d  σ2d(x) 
b e c o m e  l i n e a r  a n d  p a r a l l e l  to  th e  c u r v e s  f r o m  e x p e r i m e n t s  w i th  Δρ = 0.
(4) A  d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s  o f  th e  p r o b l e m  a n d  th e  d a ta  s h o w  th a t
( 5 .5 )
w h e r e i s  th e  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a n c e ,
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i s  th e  d i m e n s i o n l e s s  l o n g i t u d in a l  c o o r d i n a t e ,
i s  th e  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  w id th ,  an d
i s  a  d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  s t r e n g t h .
T h e  q u a n t i ty  b  i s  th e  w id th  o f  th e  s o u r c e ,  ρa i s  th e  d e n s i t y  o f th e  
a m b i e n t  f lu id ,  a n d  g i s  th e  a c c e l e r a t i o n  d u e  to  g r a v i t y .
(5) T h e  d i m e n s i o n l e s s  e x c e s s  v a r i a n c e ,  ΔV = Δσ2 / d 2 , w h e r e  
Δσ2 i s  th e  d i f f e r e n c e  a t  l a r g e  x  b e tw e e n  th e  f u n c t i o n s  σ 2 (x ) f r o m  
e x p e r i m e n t s  w i th  Δρ ≠ 0 a n d  Δρ = 0 , i s  a  f u n c t io n  o f  o n ly  M b  an d  B 
(ΔV i s  d e f in e d  a l s o  in  F ig .  5 .1  a n d  d a t a  a r e  s h o w n  in  F ig .  5 .2 ) .
F o r  B c o n s t a n t ,  ΔV i n c r e a s e s  w i th  i n c r e a s i n g  M b ; f o r  M b  c o n s t a n t ,
ΔV d e c r e a s e s  w i th  i n c r e a s i n g  B.
(6) F o r  B < < 1 a n d  | M b  | c o n s t a n t ,  ΔV f o r  t r a c e r  f lu id s  l e s s  
d e n s e  th a n  th e  a m b i e n t  f lu id  i s  a b o u t  f iv e  t i m e s  a s  l a r g e  a s  ΔV f o r  
t r a c e r  f lu id s  m o r e  d e n s e  t h a n  th e  a m b i e n t  f lu id .  H o w e v e r ,  f o r
B >  > 1, ΔV i s  th e  s a m e  f o r  l i g h t  a n d  h e a v y  t r a c e r  f l u i d s .
(7) T h e  d i m e n s i o n l e s s  c o o r d i n a t e  X r e q u i r e d  to  a t t a i n  a n y  
f r a c t i o n ,  r ,  o f  th e  e x c e s s  v a r i a n c e  i s  in d e p e n d e n t  o f  M b  a n d  i s  o n ly  
w e a k ly  d e p e n d e n t  o n  B . M o s t  o f  th e  e x c e s s  v a r i a n c e  i s  a t t a in e d  b e f o r e  
X  ≈ 2 . (T h e  f r a c t i o n  r  i s  d e f in e d  in  F i g .  5 . 1 ,  a n d  d a t a  a r e  s h o w n  in  
F ig .  5 . 5 . )
(8) B y  u s in g  th e  e x p r e s s i o n
( 5 .1 2 )
a n d  th e  c u r v e s  in  C h a p t e r  5 o n e  c a n  c o n s t r u c t  th e  f u n c t io n  σ2 (x ).
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(9) B e c a u s e  ΔV i n c r e a s e s  w h e n  B d e c r e a s e s  w i th  M b c o n s t a n t ,  
i t  i s  s o m e t i m e s  p o s s i b l e  to  o b t a in  l a r g e r  v a r i a n c e s ,  a n d  t h e r e f o r e ,  
l o w e r  c o n c e n t r a t i o n s  a t  l a r g e  X b y  d e c r e a s i n g  th e  w id th  o f  a  s o u r c e  
o f  g iv e n  s t r e n g t h .
7 .2  T H E O R Y
In  C h a p te r  6 , th e  e q u a t io n s  o f  m o t i o n  f o r  a  f lu id  w i th  a  h o r i ­
z o n ta l  d e n s i t y  g r a d i e n t  w e r e  s i m p l i f i e d  b y  a s s u m i n g  t h a t  (a) h o r i ­
z o n ta l  l e n g t h  s c a l e s  a r e  m u c h  l a r g e r  th a n  v e r t i c a l  l e n g t h  s c a l e s ,
(b) a l l  a c c e l e r a t i o n s  a r e  n e g l i g i b l e ,  a n d  (c) th e  f lu id  i s  w e l l  m ix e d  
v e r t i c a l l y .  O n e  th e n  f in d s  th a t :
( 1 ) O n e  c a n  i n t e g r a t e  th e  s i m p l i f i e d  e q u a t io n s  o f  m o t i o n  to  o b ta in  
a n  e x p r e s s i o n  f o r  th e  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  v e lo c i ty  a s  a  
l i n e a r  f u n c t io n  o f  th e  h o r i z o n t a l  d e n s i t y  g r a d i e n t  (E q . 6 .3 0 ) .
(2) U s in g  a n  e x p r e s s i o n  g iv e n  b y  E l d e r  (4) f o r  l o n g i tu d in a l  
d i s p e r s i o n ,  o n e  c a n  d e r i v e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  a  l a t e r a l  d i s p e r s i o n  
c o e f f i c i e n t  a s  a  f u n c t io n  o f  th e  d e n s i t y - i n d u c e d  v e lo c i ty  a n d  th e  v e r t i c a l  
d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t  (E q . 6 .3 1 ) .
(3) U s in g  E q . 6 .3 1  in  a n  a n a l y s i s  to  p r e d i c t  th e  d e p e n d e n c e  o f 
ΔV o n  B a n d  M b  g iv e s  r e s u l t s  w h ic h  do  n o t  a g r e e  w e l l  w i th  th e  e x p e r i ­
m e n t a l  d a t a  ( s e e  F ig .  6 .2 ) .  T h e  d i s a g r e e m e n t  i s  d u e  to  u s in g  th e  
s i m p l i f i e d  e q u a t io n s  o f  m o t io n ,  w h ic h  a r e  v a l id  o n ly  a t  l a r g e  x  b u t  n o t  
c lo s e  to  th e  s o u r c e  w h e r e  th e  d e n s i t y  d i f f e r e n c e s  a r e  m o s t  i m p o r t a n t .
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(4) U s in g  E q . 6 .3 1  f o r  p r e d i c t i n g  lo n g i t u d in a l  s a l i n i t y  
d i s t r i b u t i o n s  i n  a n  i d e a l i z e d  l a b o r a t o r y  e s t u a r y  (w h ic h  i s  d e s c r i b e d  
in  S e c t io n  6. 6 a n d  f o r  w h ic h  th e  s im p l i f i e d  e q u a t io n s  o f  m o t io n  a r e  
v a l id )  y ie ld  r e s u l t s  w h ic h  a g r e e  w e l l  w i th  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o f 
I p p e n  e t  a l . (2).
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A a r e a  u n d e r  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  d e p t h - a v e r a g e d  r e l a t i v e  
c o n c e n t r a t i o n .
A 1 d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  d e f in e d  b y  E q . 6 .3 5 .
A 2 d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  d e f in e d  b y  E q . 6 .4 5 .
Ab d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  d e f in e d  b y  E q . 6 .4 0 .
A d d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  d e f in e d  b y  E q . 6 .4 8 .
a a m p l i t u d e  o f  m ix in g  s c r e e n  o s c i l l a t i o n .
a i d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  i n  E q . 6 .3 0  f o r  w (η ).
B d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  w id th ,  b / d .
b s o u r c e  w i d t h .
b i d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  i n  E q . 6 .3 1  f o r  Dz .
C r e l a t i v e  s a l t  c o n c e n t r a t i o n .
C d e p t h - a v e r a g e d  r e l a t i v e  s a l t  c o n c e n t r a t i o n .
C V c o e f f i c i e n t  o f v a r i a t i o n  f o r  th e  v e r t i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  C; 
d e f in e d  b y  E q . 4 .1 4 .
Cv c o n c e n t r a t i o n - w e i g h t e d ,  l a t e r a l l y - a v e r a g e d  v a lu e  o f  Cv , 
d e f in e d  b y  E q . 4 .1 5 .
c s a l t  c o n c e n t r a t i o n  o f  f lu id .
c d e p t h - a v e r a g e d  s a l t  c o n c e n t r a t i o n .
c ' c - c .
ca s a l t  c o n c e n t r a t i o n  o f  a m b i e n t  f lu id .
c t s a l t  c o n c e n t r a t i o n  o f  t r a c e r  f lu id  in  m ix i n g  t a n k .
c d t s a l t  c o n c e n t r a t i o n  o f  d i lu t e d  t r a c e r  f lu id .
c d s a l t  c o n c e n t r a t i o n  o f d i lu t in g  f lu id .
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D d i l u t i o n  r a t i o .
Dm m o l e c u l a r  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t .
Dx , Dz  d i s p e r s i o n  c o e f f i c i e n t s in  x -  a n d  z -  d i r e c t i o n s .
d w a t e r  d e p th .
f f r i c t i o n  f a c t o r ,  8 ( u * / u ) 2 .
f ' f r e q u e n c y  o f  m ix in g  s c r e e n  o s c i l l a t i o n s .
f 1 , f 2 f u n c t i o n s .
g a c c e l e r a t i o n  d u e  to  g r a v i t y .
i ,  j c o u n t in g  i n d i c i e s  in  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n .
J d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r  d e f in e d  b y  E q . 6 .5 9 .
k v o n  K a r m a n 's c o n s t a n t .
ℓ x ,  ℓy ,  ℓz
c o s i n e s  o f a n g le s  th e  x - ,  y - ,  a n d  z -  a x e s  m a k e  w i th  th e  
v e r t i c a l .
M b d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  s t r e n g t h  d e f in e d  b y  E q . 5.7d .
M 1b v a lu e  o f  M b  o n  a s y m p t o t e  w h e n  ΔV = 1; d e f in e d  in  F ig .  5 .4 .
M d d i m e n s i o n l e s s  s o u r c e  s t r e n g t h  d e f in e d  b y  E q . 5 .8 .
n u p p e r  l i m i t  o f  in d e x  in  s u m m a t i o n .
n i n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  c a u g h t  in  th e  i t h  c o m p a r t m e n t .
P (x ,  z) c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  
d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n ,  o r  o f  f lo a t in g  p a r t i c l e s .
P p r e s s u r e .
Qf f r e s h - w a t e r  f lo w  r a t e .
Q s s a l t - w a t e r  f lo w  r a t e .
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R T° s p e c i f i c  r e s i s t a n c e  a t  T° C.
R i R i c h a r d s o n  n u m b e r  d e f in e d  b y  E q . 2 .1 8 .
r f r a c t i o n  o f  e x c e s s  v a r i a n c e ;  d e f in e d  in  F ig .  5 .1 .
S s lo p e  o f  e n e r g y  g r a d e  l in e  in  th e  x - d i r e c t i o n .
S ' s lo p e  o f  w a t e r  s u r f a c e  in  z - d i r e c t i o n .
t t im e .
u v e lo c i ty  in  x - d i r e c t i o n .
u d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e  o f u .
u ' u - u .
u s lo n g i t u d in a l  v e lo c i ty  o f  f l o a t in g  p a r t i c l e .
u * s h e a r  v e lo c i ty .
V d i m e n s i o n l e s s  v a r i a n c e ,  σ 2 / d 2 .
V d d i m e n s i o n l e s s  v a r i a n c e ,  σ 2d / d 2 .
Vf th r o u g h f lo w  v e lo c i ty .
V v e l o c i t y  in  y - d i r e c t i o n .
w v e lo c i ty  i n  z - d i r e c t i o n .
w d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e  o f  w .
w ' w - w .
X d i m e n s i o n l e s s  l o n g i t u d in a l  d i s t a n c e ,  d e f in e d  b y  E q . 5 .7b .
x lo n g i t u d in a l  c o o r d i n a t e  i n  e x p e r i m e n t s  o f  t h i s  s tu d y ;  l a t e r a l  
c o o r d i n a t e  i n  M IT  e x p e r i m e n t s .
y c o o r d i n a t e  n o r m a l  to  c h a n n e l  b o t to m .
z l a t e r a l  c o o r d i n a t e  in  e x p e r i m e n t s  o f  t h i s  s tu d y ;  
l o n g i t u d in a l  c o o r d i n a t e  in  M IT  e x p e r i m e n t s .
z c e n t r o i d  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  
c o n c e n t r a t i o n ,  o r  o f  f l o a t in g  p a r t i c l e s .
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z d c e n t r o i d  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  l a t e r a l  g r a d i e n t  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n .
z 1 l o w e r  l i m i t  o f  z in  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n .
α , α s d i m e n s i o n l e s s  l a t e r a l  t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  f o r
m a s s ,  εz / u *d a n d  εz s / u *d.   
β d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  in  E q . 6 . 1 .
Δρ d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  b e tw e e n  t r a c e r  f lu id  d i s c h a r g e d  f r o m  
s o u r c e  a n d  a m b i e n t  f lu id ,  Δρ > 0 d e n o te s  h e a v y  t r a c e r  f lu id ,  
Δρ < 0 d e n o te s  l i g h t  t r a c e r  f lu id ;  a l s o  d i f f e r e n c e  in  d e n s i t y  
b e tw e e n  o c e a n  a n d  r i v e r  w a t e r s .
Δσ2 , Δσ2d e x c e s s  v a r i a n c e ;  s e e  ΔV , ΔV d a n d  F ig .  5 .1 .
ΔV d i m e n s i o n l e s s  e x c e s s  v a r i a n c e ,  Δσ2 / d 2 .
ΔVd d i m e n s i o n l e s s  e x c e s s  v a r i a n c e ,  Δσ2d/ d 2 .
Δz d i f f e r e n t i a l  e l e m e n t  o f  z in  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n .
δ( ) D i r a c  d e l t a  f u n c t io n .
εx , εy , εz   t u r b u l e n t  d i f f u s io n  c o e f f i c i e n t s  f o r  m a s s  in  x - ,  y -  a n d  z -  d i r e c t i o n s .
εx s , εzs εx a n d  εz a t  f r e e  s u r f a c e .  
(εy )o εy w h e n  R i = 0 . 
ε x ,  ε z d e p t h - a v e r a g e d  v a lu e s  o f  εx a n d  εz . 
ε 'x , ε 'z εx - εx a n d  εz -  εz .  
ζ ,  ζ 1 d u m m y  v a r i a b l e s .
η , η ',  η " d i m e n s i o n l e s s  v e r t i c a l  c o o r d i n a t e ,  y / d .
λx , λy , λz t u r b u l e n t  S c h m id t  n u m b e r s ;  r a t i o s  o f (λx εx ) / ε x , e t c .
v a lu e s  o f  z w h e r e  P (x ,  y ) = 1 5 .9 ,  5 0 , a n d  8 4 .1  p e r c e n t .
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λx εx , e tc . e d d y  v i s c o s i t i e s .
(λy εy )ο 
  
λy εy w h e n  R i = 0.
  
υ k i n e m a t i c  v i s c o s i t y .
ξ d i m e n s i o n l e s s  l o n g i t u d in a l  c o o r d i n a t e ,  z V f / ε z.
ξ * a  c h a r a c t e r i s t i c  d i m e n s i o n l e s s  l e n g th  d e f in e d  in  F ig .  6 . 6 .
π 3 .1 4 1 6  . . .
ρ d e n s i t y  o f  f lu id .
ρ d e p t h - a v e r a g e d  d e n s i t y .
ρ a d e n s i t y  o f  a m b i e n t  f lu id .
ρ1 d e n s i t y  o f  f lu id  d i s c h a r g e d  f r o m  s o u r c e .
σ 2 v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f th e  d e p t h - a v e r a g e d  
c o n c e n t r a t i o n .
σ d2 v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  l a t e r a l  g r a d i e n t  o f  th e  d e p t h - a v e r a g e d  c o n c e n t r a t i o n .
σ 2s v a r i a n c e  o f  th e  l a t e r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  f l o a t in g  p a r t i c l e s .
τx x , τxy  .  .  . t u r b u l e n t  R e y n o l d 's  s t r e s s  in  th e  x - d i r e c t i o n  o n  a  p la n e  
n o r m a l  to  th e  y - d i r e c t i o n ,  e t c .
Ø1 ,  Ø2 f u n c t i o n s .
Ψ1 ,  Ψ2 f u n c t i o n s .
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